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EINLEITUNG 



Die Gedanken über das Wesen menschlicher Erkenntnis, 
auf welche bedeutende Mathematiker durch die Ent^ 
deckung nichteuklidischer Geometrien und die anschließende 
neuere Entwicklung der Mathematik gefuhrt wturden, sind 
allmählich in weitere Kreise gedrungen und in jüngster Zeit 
durch den Streit um Einstein geradezu Tagesgespräch ge^ 
worden. 

Es scheint mir nun» daß die wichtigste Frage» welche vor 
allem Eintritt in diesen Streit beantwortet werden muß» die 
nach dem Arbeitsgebiet oder Machtbereich der Mathematik 
überhaupt ist. 

Was sindZahlen? Was istMathematik? Was ist Geometrie? 
Wie ist der Zusammenhang zwischen diesen drei Dingen» wie 
der Zusammenhang zwischen ihnen und aller menschlichen 
Erkenntnis zu verstehen? 

Diese Fragen sind alt» die gegebenen Antworten zahlreich. 
Es ist aber merkwürdig» daß in der ganzen gemeinverstand^ 
liehen Literatur für und gegen Einstein wenig die Rede davon 
ist» so daß man den Eindruck gewinnen muß» daß keine der 
Antworten eine sichere Basis bildet. 

Dieses Buch stellt einen neuerlichen Versuch dar» diese 
Fragen auf Grund der Erkenntnistheorie Kants» wie sie in der 
»Kritik der reinen Vernunft« niedergelegt ist» zu beantworten» 
ohne jedoch alles das» was Kant selbst dort über Mathematik 
und Geometrie im Besonderen gesagt hat» in Betracht zu 
ziehen. 



Denn man muß damit rechnen, daß Kant, dessen letztes 
Ziel ganz anderwärts lag, bei der Anwendung der grund* 
legenden Gedanken seiner Theorie auf das speziell mathe^ 
matische Gebiet diese Wissenschaft gemäß ihrem damaligen 
Stande noch mit einer gewissen Unvoreingenommenheit oder 
Voreingenommenheit — je nachdem man es betrachtet ^ hin« 
nehmen mdchte. 

Da ich hoflFe, daß meine Darstellung, obgleich sie unmittel« 
bar^ar nichts mit dem Einsteinproblem zu tun hat, manchem 
so wie mir ein Leitfaden in diesem Problem sein kann, will 
ich versuchen, gemeinverständlich zu sprechen und auch dem« 
jenigen, der Kant nicht kennt, das aus seinem Werke, was für 
den Zweck notig ist, faßlich zu machen. 

Daher ist auch jede Polemik gegen andere Auffassungen, 
wie jede Berufung auf irgend ein Werk außer der »Kritik der 
reinen Vernunft« vermieden, welche in der Tat die einzige 
Quelle, sozusagen der einzige Obersatz meiner ganzen Schluß« 
folgerungen ist 

Zwei Annahmen lege ich meiner Betrachtung zugrunde: 

Erstens: Daß die Mathematik unfehlbar oder, nach Kants 
Sprachgebrauch, allgemeingültig und notwendig sei. 

Gegen diese Annahme wird sich kaum viel Widerspruch 
erheben. 

Z w e i t e n s : Daß die Erkenntnistheorie Kants in allen wesent« 
liehen Punkten richtig sei. 

Diese Annahme wird viele Gegner finden und nicht zuletzt 
unter den Mathematikern selbst. Aber das eben will dies Buch 
zeigen: daß diese beiden Annahmen miteinander zusammen« 
stimmen und die Mathematik in Wahrheit ein Kronzeuge für 
Kants Erkenntnisdieorie ist. 

Was aber von anderen als mathematischen Gesichtspunkten 
gegen Kants System sprechen mag, steht hier gar nicht zur 
Diskussion. 



Begiiinen muß ich mit einer Aufeahlung der Hauptsatze 
dieses Systems» die demjenigen» der sie noch nicht kennt» ge^ 
wiß dunkel sein müssen. Das aber» was davon in diesem 
Buche besonders gebraucht wird» hoflFe ich an rechter Stelle 
verständlich zu machen. 

Der Leitgedanke der Erkenntnistheorie Kants» wie sie in der 
»Kritik der reinen Vernunft« entwickelt ist» ist dieser: 

»Daß alle unsere Erkenntnis mit der Erfahrung anfange» 
daran ist gar kein Zweifel» — aber sie entspringt darum doch 
nicht eben alle aus Erfahrung. Wir sind im Besitze gewisser 
Erkenntnisse a priori.« 

Diese sind : 

A. Reine Verstandesbegri£Fe (Kategorien)» welche unseren 
samtlichen Urteilen über alle Dinge» welche uns irgend« 
wie gegeben werden» ausnahmslos zugrunde Uegen: 

a) Kategorie der Quantität: Einheit» Vielheit» Allheit 

b) Kategorie der Qualität: Realität» Negation» Limitation. 

c) Kategorie der Relation : Inhärenz und Subsistenz» Cau« 
salität und Dependenz» Gemeinschaft 

d) Kategorie der Modalität: Möglichkeit — Unmöglich« 
keit Dasein — Nichtsein» Notwendigkeit — Zu« 
falligkeit. 

B. Reine Anschauungsformen: 

a) Der Raum ist die Form aller Erscheinungen des äuße« 
ren Sinnes» d. i. die subjektive Bedingung der Sinn« 
lichkeit unter der uns äußere Anschauung mög« 
lieh ist. 

b) Die Zeit ist die Form des inneren Sinnes» d. i. des 
Anschauens unserer selbst und unseres inneren Zu« 
Standes. 

C. Synthetische Grundsätze des reinen Verstandes: 
a) Axiome der Anschauung. 

Ihr Prinzip ist: alle Anschauungen sind extensive 
Größen» d. i. solche» in welchen die Vorstellung der 
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Teile die Vorstellung des Ganzen möglich macht und 
also notwendig vor dieser vorhergeht. 

b) Anticipationen der Wahrnehmung. 

Das Prinzip derselben ist: in allen Erscheinungen 
hat das Reale, was ein Gegenstand der Empfindung 
ist, intensive Größe, d. h. einen Grad. 

c) Analogien der Erfahrung. 

Das gemeinsame Prinzip derselben ist: Erfahrung 
ist nur durch die Vorstellung einer notwendigen Ver# 
knüpf ung möglich. 

1. Bei allem Wechsel der Erscheinungen beharrt die 
Substanz und das Quantum derselben wird in der 
Natur weder vermehrt noch vermindert. 

2. Alle Veränderungen geschehen nach dem Gesetz 
der Verknüpfung von Ursache und Wirkung. 

3. Alle Substanzen, sofern sie im Räume zugleich 
wahrgenommen werden können, sind in durch« 
gängiger Wechselwirkung. 

D. Die Postulate des emprischen Denkens überhaupt: 

a) Was mit den formalen Bedingungen der Erfahrung 
(der Anschauung und den BegriflFen nach) überein« 
stimmt, ist möglich. 

b) Was mit den materialen Bedingungen der Erfahrung 
(Empfindung) zusammenhängt, ist wirklich. 

c) Dessen Zusammenhang mit dem Wirklichen nach all<r 
gemeinen Bedingungen der Erfahrung bestimmt ist, 
ist (existiert) notwendig. 

E. Regulatives Prinzip der reinen Vernunft. 

Wenn in einer Reihe vom Bedingten zu den Bedingungen 
oder umgekehrt keine Erfahrung einer absoluten Begrenzung 
der Gliederzahl angetroflFen werden kann, so müssen wir jeder« 
zeit nach einem weiteren Gliede der Reihe fragen. Demnach 
werden wir nichts von dem vollendeten Gegenstande dieser 
sondern nur von der Regel, nach welcher Erfahrung 
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diesem Gegenstande angemessen angestellt und fortgesetzt 
werden soll, etwas sagen können. Dieser Gegenstand als Voll# 
endung, sei es als Inbegri£F» sei es als letztes Glied einer soU 
chen Reihe, kann also nicht konstitutiv, sondern nur regulativ 
gebraucht werden. 

Es sind dies also die menschlichen Bedingungen für die 
Möglichkeit irgend eines Urteils oder einer zusammenhangen^ 
den Erfahrung und zugleich die Grenzen. Was wir allein auf 
Grund dieser Erkenntniselemente von irgendwelchen Gegen« 
standen aussagen, muß allgemeingültig und notwendig für 
alle mögliche Erfahrung ^sein. Eine Aussage, welche damit 
nicht übereinstimmte, ist — jedenfalls wissenschaftlich — 
nichts. ' 

Sollte in den Dingen der Außenwelt, wie sie unserer Ver# 
nunft in diesem Rahmen also zugänglich sind, wie sie uns tu 
scheinen — daher Erscheinungen genannt — an sich noch 
etwas anderes enthalten sein, sollten sie etwa überhaupt »an 
sich«, also in einer anderen höheren Vernunft begriffen, etwas 
anderes sein, ab in diesen Rahmen paßt, so fallt das aus dem 
Bereich aller menschlich möglichen Erfahrung. Die Existenz 
der »Dinge an sich« läßt sich also weder beweisen, noch wider« 
legen, sie sind, wenn sie überhaupt sind, gar kein Gegenstand 
spekulativer Erkenntnis, also auch nicht der mathematischen. 
Es sei denn, daß man neben dem allgemeinen spekulativen 
Gebrauch der Vernunft einen mathematischen annähme, eine 
mathematische Vernunft schlechthin, die also nicht aus den 
gleichen Elementen der Erkenntnis schöpfte wie die speku« 
lative, deren Anwendbarkeit auf alles aber, was eben diesen 
Elementen entspricht, dann ein Mirakel ohnegleichen wäre. 

Aus dem Gesagten geht meine Aufgabe wohl ziemlich deut« 
lieh hervor. 

Kant behauptet, daß unsere Vernunft die angeführten Ele« 
mente der Erkenntnis sozusagen latent enthalte, daß sie nicht 
von den Dingen der Außenwelt ausgehen, sondern durch die 
Wahrnehmung solcher nur in uns in Tätigkeit treten, daß 
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ohne sie keineVerknüpfiing» keine Ordnung» keine Beurteilung 
der einzelnen empirischen Wahrnehmungen möglich sei. 

Wenn die Mathematik im weitesten Sinne überhaupt auf 
irdische Dinge anwendbar ist, muß sie den gefundenen Eu 
kenntnissen a priori, abo unserer Vemtmft, entsprechen. 

Wenn sie überdies für irdische Dinge unfehlbar sein soll, 
allgemeingültig und notwendig für alle in Zukunft jemals 
mögliche Erfahrung ihres Arbeitsgebietes, so muß sie sich 
überhaupt nur aus diesen reinen Erkenntnissen a priori ent« 
wickeln lassen. Das also ist die erste Frage: ob das möglich 
ist und wie die so entwickelte mathematische Wissenschaft 
aussieht 

Die zweite Fra^ ist: was demnach ihr Anwendungsgebiet 
sei, d. h. also eben, was Mathematik beweisen kann, besonders 
auch, welche Beziehung zwischen Mathematik und Geometrie 
besteht, damit die erstere in letzterer nicht die Rolle eines 
»deus ex mathematicis« spiele. 

Die dritte Frage wäre die, wie die Ergebnisse der Mathen 
matik oder Geometrie, soweit sie etwa mit den Folgerungen 
aus den beiden ersten Fragen nicht in Einklang zu stehen 
scheinen, zu deuten sind. Diese letzte Frage soll hier allerdings 
nur generell gelöst werden, denn ihre Beantwortung im ein# 
zelnen erfordert eingehendes Studium der mathematischen 
Ergebnisse selbst hinsichtlich ihrer mathematischen Quellen, 
kann daher überhaupt nur von einem Mathematiker von Fach 
und keinesfalb gemeinverständlich erfolgen. 

Aus der »Kritik der reinen Vernunft« geht zweifelsfrei her# 
vor, daß Kant selbst die Ableitbarkeit der Miithematik und 
Geometrie aus den reinen Erkenntniselementen voraussetzt, 
Hetzten Endes also diese Ableitbarkeit der mathematischen 
^ und geometrischen Axiome. Den Beweis hierfür gibt er nicht, 
es lag dies auch außer dem Plane und letzten Zweck seines 
Werkes. Aber er führt gerade diese Axiome als »synthetische 
Urteile a priori« an, das heißt eben solche Urteile, welche auf 
Grund der reinen Erkenntnisse Aussagen über Dinge machen, 
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die in deren BegriflF selbst nicht enthalten sind. Daß unter 
diesen Beispielen auch die Axiome der euklidischen Geometrie 
sind, bildet ein Hauptargument gegen Kant. 

Die Erwähnung erfolgt in der »Kritik der reinen Vernunft«, 
aber, wie gesagt, nur beispiebweise und es mag sein, daß die 
Beispiele falsch sind. Wn wollen uns auch gar nicht auf sie, 
sondern nur auf den organischen Teil des einen Kantschen 
Werkes, der «Kritik der reinen Vernunft« stützen, im wesenti* 
liehen eben auf die angeführte Tafel reiner Erkenntniselemente. 

Nun ist das Ziel, welches Kant mit der »Kritik der reinen 
Vernunft« verfolgte, die Beantwortung oder Untersuchung der 
umfassendsten philosophischen Fragen und es ist klar, daß er 
bei Formulierung der Elemente dies Ziel bereits im Auge hatte. 

Für unseren Zweck brauchen wir einerseits, wenigstens un« 
mittelbar, nur einen Teil dieser Elemente, anderseits müssen 
wir an gewissen Stellen genauer unterscheiden, als es im Hin« 
blick auf die Fragen, welche Kant vor allem beschäftigten, der 
Fall war. 

Ich ziehe daher aus der gegebenen Tafel fünf Sätze heraus, 
welche die unmittelbare Grundlage der Mathematik bilden, 
sozusagen fünf Axiome, die aber eben das Besondere und 
Bedeutsame gegenüber den üblichen mathematischen Axiomen 
haben, daß sie gleichzeitig die Anwendbarkeit der Mathematik 
auf bestimmte Gegenstände der Erfahrung begreiflich machen. 

1. Satz der Zählbarkeit. 

Jeder als Subjekt denkbare Gegenstand hat eine Anzahl, 
d. h. er ist Einheit oder Vielheit und läßt sich mit anderen 

Einheiten zu einer weiteren Vielheit zusammenfassen. 

« 

2. Regulatives Prinzip. 

Wo in einer Reihe von Bedingtheiten keine Erfahrung von 
einer absoluten Begrenzung der Gliederzahl angetroffen wer« 
den kann, müssen wir jederzeit nach einem weiteren Gliede 
der Reihe fragen. Demnach werden wir nichts von dem vollen« 
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deten Gegenstand dieser Reihe, sondern nur von der Regel, 
nach der Erfahrung diesem Gegenstande angemessen angestellt 
werden soll, etwas sagen können. 

3. Gesetz des inneren Sinnes. 

Alle Veränderungen geschehen nach dem Gesetz der 
Verknüpfung von Ursache und Wirkung unter Beharren 
einer in allem Wechsel der Erscheinungen unveränderlichen 
Substanz. 

4. Raumgesetz. 

Alles Räumliche ist teilbare Größe (besteht aus Teilen). 
Zu diesen Sätzen tritt als Brücke zwischen der darauf auf« 
gebauten Mathematik und der empirischen Welt noch 

5. das Gesetz der Wahrnehmung. 

In allen Erscheinungen hat das Reale, was ein Gegenstand 
der Empfindung ist, einen Grad, d. h. es kann zunehmend oder 
abnehmend bis vorgestellt werden. 

Drei dieser fünf Sätze, und zwar das Gesetz der Wahr« 
nehmungen, das Gesetz des inneren Sinnes und das regulative 
Prinzip stellen nur eine verkürzte oder zusammengezogene 
Ausdrucksform der entsprechenden in der Kantschen Tafel 
vor und ich will sie genau so aufgefaßt wissen wie jene. Ich 
suchte lediglich einen für meinen Zweck hinreichenden und 
bequemen Ausdruck. 

Der Satz der Zählbarkeit entspricht den Kategorien der 
Qiiantität. Die Kategorien sind reine Verstandesbegri£Fe, 
welche unseren sämtlichen Urteilen über alle Dinge, welche 
uns irgendwie gegeben werden, ausnahmslos zugrunde liegen. 
Mit diesen Begri£Fen muß jedoch auch das Schema der tnU 
sprechenden Urteilsmöglichkeit gegeben sein, d. h. der Be« 
griff ist nicht durch ein Wort, sondern nur durch einen Satz 
sprachlich erschöpft. 
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Dieser Satz für die Kategorien der Quantität ist es, welchen 
ich als Satz der Zählbarkeit aufzustellen-versucht habe. Dabei 
drücke ich darin für diese Kategorien aus, was auch für die 
anderen drei Arten gilt, daß nämlich ein ihnen gemäßes Urteil 
über jeden denkbaren Gegenstand möglich sei. 

So bliebe denn noch mein Raumgesetz zu erörtern, das aus 
dem Prinzip aller Axiome der Anschauung entwickelt ist. 

Dieses Prinzip lautet: »Alle Anschauungen sind extensive 
Größen.« Weiter sagt Kant: »Die bloße Anschauung in jeder 
Erscheinung ist entweder der Raum oder die Zeit.« 

Ich kann also keinen Fehler begehen, wenn ich das Prinzip 
in zwei Teile auflöse und für Erscheinungen, deren bloße An« 
schauung der Raum ist, sage : »Alle räumlichen Anschauungen« 
oder kurz : »Alles Räumliche ist extensive Größe.« Dabei lasse 
ich das Wort »Anschauung« nur aus, um bei einer gewissen 
Voreingenommenheit eineVerwechslung mit dem sogenannten 
»Gesichtsraum« zu vermeiden. 

Nun definiert Kant »extensive Größe« als eine solche, in 
welcher die Vorstellung der Teile die Vorstellung des Ganzen 
möglich macht und also notwendig vor dieser vorausgeht. 

Kants Beispiel der Linie, welche man sich nur dadurch vor« 
stellen kann, daß man sie in Gedanken zieht, paßt allem An« 
scheine nach zu dieser Definition. Denke ich aber an einen 
i«Funkt, so versagt die Definition offenbar, obgleich ich auch 
dies kleine Ding noch teilbar weiß. Hier könnte man tatsäch« ' a /. 
lieh noch eher sagen, die Vorstellung des Ganzen mache die der^ ^ 
Teile möglich, als umgekehrt. Die Grenze zwischen dem einenl 
und anderen Falle liegt sichtlich gar nicht in unserem Erkennt« 
nisvermögen, sondern z. B. in der Mechanik des Auges, ist also 
gar nicht a priori zu ziehen und das deutet auf die Umkehrbar« 
keit des Satzes an sich. Die Definition für eine räumliche exten« 
sive Größe scheint mir daher richtiger zu lauten: Die Vor« 
Stellung des Ganzen schließt die der Teile ein, letztere ist also 
notwendig in ersterer enthalten. Dies meint mein Raumgesetz 
in der kurzen Form »alles Räumliche ist teilbare Größe«. 
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Unterschlagen habe ich demnach die andere Hälfte des 
Kantschen Prinzips, die analog heißen könnte: »alles Zeitliche 
dauert«, denn ich darf wohl »zeitliche extensive Größe« als 
»Dauer« übersetzen, deren Kennzeichen es genau gemäß der 
Kantschen Definition ist, daß sie aus Zeitteilen »entsteht«. 

Diese Trennung von zeitlicher und räumlicher extensiver 
Größe zeigt aber sofort einen Unterschied beider. Denn es 
hat tatsächlich wenig Zweck zu sagen : »alles Zeitliche dauert«, 
als gäbe es irgend etwas, was nicht zeitlich wäre. Wir dtirfen 
getrost sagen, »alles dauert«, d. h. hat eine Dauer. Und diese ' 
Folgerung entspricht vollkommen dem Obersatz, daß die Zeit 
die Form unseres inneren Sinnes sei, der nach Kant der Inbe« 
griff aller Vorstellungen ist. 

Daher ist es nicht streng richtig zu sagen : die bloße An# 
schaung in jeder Erscheinung ist entweder der Raum oder 
die Zeit, sondern es muß heißen: entweder die Zeit, oder 
Raum und Zeit. 

Schon aus diesem Grunde erscheint es richtiger, Zeit und 
Raum als extensive Größen getrennt zu betrachten. Dazu 
kommt, daß der Sinn des Ausdruckes »extensive Größe« für 
beide nicht ganz gleich ist, denn während Kants Definition 
für räumliche Anschauungen nicht zweifebfrei ist, stimmt sie 
genau für zeitliche, also für die Dauer. 

Dieser Unterschied macht sich bemerkbar in der Synthesis 
in Raum und Zeit. Die Synthesis des Räumlichen läßt sich 
wiederholen und umkehren, d. h. die Teile sind gleichzeitig 
mit dem Ganzen gegeben. Die Synthesis des Zeitlichen, der 
Dauer, läßt sich weder wiederholen noch umkehren. Da die 
Anschauung der Zeit nur möglich ist in der Veränderung an 
einem Beharrenden, letzten Endes in einer Veränderung un^ 
seres inneren Zustandes, dessen Form sie ist, und da diese 
Veränderungen nach Ursache und Folge verknüpft sind, ist 
eine Umkehrung der Synthesis unmöglich. Auch eine V^ef 
derholung kann nur reflektierend, d. h. in einer anderen Zeit 
von beliebiger anderer Dauer vorgegeben werden. 
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Dagegen spricht der Schein unserer sehr genauen Zeitein^ 
teilung, und ich glaube, daß dieser Schein Kant unbedenklich 
Zeit und Raum als einerlei Art extensiver Größen behandeln 
ließ. Es war auch für seinen Vorsatz belanglos, und umgekehrt 
dürfte meine Trennung seinem ganzen System nicht zuwider^ 
laufen. 

In meiner Arbeit aber mußte sich der Schein enthüllen, denn 
eben die Zeiteinteilung, welche ihn hervorrief, zeigt sich als 
etwas der Zeit ganz wesensfremdes, sie ist nur mathematisch, 
d. h. räumlich. Aber eben hierüber werden wir zu sprechen 
haben. 
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I. HAUPTSTÜCK 



DIE ALLGEMEINE ANZAHLENLEHRE 

Es ist nötig, daß ich an die Spitze der ganzen Betrachtungen 
eine Worterklarung setze. Wir studieren vielfach Gegen# 
Stande, »abgesehen« von irgendwelchen Accidentien derselben 
oder, wie man auch sagt: wir »abstrahieren« von diesen Ac^ 
cidentien. 

Ich möchte diese beiden Ausdrücke »absehen« und »abstra# 
hieren« von vornherein für meine Aufgabe scheiden, um in 
jedem Falle richtig verstanden zu werden. 

Gesetzt, ich könne von irgendeinem empirischen Gegen# 
Stande eine Aussage »A« machen. Wenn ich nun sage: ich 
studiere den Gegenstand »abgesehen von A«, so meine ich 
damit, daß ich Ergebnisse suche, welche von dem Gegenstand 
gelten sollen, wie immer auch A lautet. 

Wenn ich dagegen sage, ich studiere den Gegenstand »unter 
Abstraktion von A«, so meine ich damit, daß ich Ergebnisse 
suche, welche von dem Gegenstand gelten sollen, wenn A 
nicht für ihn gilt. 

Ist mein Gegenstand z. B. ein Gummiball, so kann ich von 
diesem aussagen, daß er sehr elastisch ist 

Hinsichtlich seiner chemischen Zusammensetzung, seiner 
Farbe, seiner Temperatur, seines Gewichtes oder dergleichen 
kann ich den Ball »abgesehen« von seiner Elastizität studieren, 
d. h. wie elastisch immer er auch sein mag. 

Benütze ich jedoch den Gummiball, um gewisse allgemeine 
Bewegungsgesetze zu studieren, so kann es zweckmäßig sein, 
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von seiner Elastizität zu abstrahieren, d. h. ihn so zu betrachten, 
als wäre er unelastisch. 

Die Ergebnisse des ersteren Verfahrens sind fiir den besonn 
deren empirischen Gegenstand unmittelbar gültig, die des 
letzteren nur mittelbar. 

So gelten etwa die Gesetze, welche über den freien Fall eines 
Körpers unter Abstraktion von Luftwiderstand aufgestellt 
werden, nur mittelbar für den einzelnen besonderen empiri^ 
sehen Körper im lufterfüllten Raum. Für einen Fallschirm oder 
eine Messingkugel sind sie verschieden zu modifizieren. 

Es ist für meine Absicht wichtig, a priori zu entscheiden, 
von was wir überhaupt abstrahieren, von was wir absehen 
können. 

Die »Kritik der reinen Vernunft« zeigt uns klar, das wir nur 
von Gegenständen der Empfindung abstrahieren dürfen. Denn 
nur diese haben nach dem Gesetz der Wahrnehmungen einen 
Grad, können also auf abnehmend vorgestellt werden. 

Wir können also niemals davon abstrahieren, daß irgend 
ein Gegenstand des Denkens unter die Kategorien fällt, nie# 
mals abstrahieren von den Anschauungsformen oder den 
reinen Verstandsgesetzen. 

Ober das, wovon wir absehen können, kann im allgemeinen 
nicht a priori entschieden werden, sondern wir müssen empi^ 
risch von Fall zu Fall entscheiden, ob eine Aussage B für einen 
Gegenstand Sinn hat, wie immer auch eine andere Aussage A 
über denselben lauten mag. 

Ein besonderer Fall ist jedoch der, daß wir von einem Ge# 
genstand niu: das aussagen oder betrachten wollen, was mit 
den formalen Bedingungen der Erfahrung übereinstimmt. 
Dann können wir allerdings auf Grund des ersten Postulates 
des empirischen Denkens a priori behaupten, daß wir von 
allen anderen Aussagen über diesen Gegenstand absehen 
können, ohne in Fabeleien zu verfallen. 

Ein solcher besonderer Fall liegt vor, wenn wir eine Lehre 
von der Anzahl, a priori entwickeln wollen, indem wir untere 
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suchen, was sich von irgendwelchen Gegenständen auf Grund 
des Satzes der Zählbarkeit aussagen läßt, welcher lautet: 

Jeder als Subjekt denkbare Gegenstand hat eine Anzahl, 
d. h. er ist Einheit oder Vielheit und läßt sich mit anderen 
Einheiten zu einer weiteren Vielheit zusammenfassen. 

Dieser Satz der Zählbarkeit ist das Gesetz der Synthesis des 
Mannigfaltigen nach den Kategorien der Anzahl. Diese Syn^ 
thesis nennen wir das Zählen. 

Wir können demnach alle Gegenstände, die als Subjekt 
denkbar sind, zählen. Es ist also gleichgültig, ob solch ein 
Gegenstand Ausgedehntes oder nur Gegenstand der Empfing 
düng ist, ob er wirklich, möglich oder notwendig ist, ob er 
empirisch gegeben oder gedacht, ob er Gestalt oder Gespenst 
ist Was wir also allein nach dem Satz der Zählbarkeit aus^ 
sagen, kann mit allen anderen Accidentien, Eigenschaften oder 
Prädikaten irgend eines Gegenstandes gar nicht in 'Vt^der^ 
sprach geraten, wenn wir uns auch über alles, was sich sonst 
von diesen Gegenständen aussagen ließe, zum Voraus ganz 
im Unklaren halten. Wir ordnen als Subjekt denkbare Gegen# 
stände nur unter dem Begri£F der Anzahl und da dieser ein 
reiner Verstandsbegriff ist, kann es keine Ausnahme geben. 

Ich habe allerdings oben auch Gespenster als zählbar ge# 
nannt, also unter die denkbaren Gegenstände gerechnet Es 
ist daher nötig, über das, was ich denkbar nenne, einiges zu 
sagen. 

Kant sagt: »Kategorien gelten von allen Gegenständen der 
Erfahrung«, und an anderer Stelle: »Alle sinnlichen Anschaue 
ungen stehen unter den Kategorien.« Er rechnet zur Sinnlich^ 
keit jedoch auch die Einbildungskraft als das Vermögen, einen 
Gegenstand auch ohne dessen Gegenwart in der Anschauung 
vorzustellen. Nun ist es der Einbildungskraft allerdings nicht 
möglich, sich ein Gespenst tatsächlich vorzustellen, vielmehr 
stempelt sie eine Vorstellung nur durch die Negation eines 
oder mehrerer der ihr erfahrungsgemäß zukommenden Frä^ 
dikate zu einem Gespenst Solange sie nun nicht vorgibt die 
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Zählbarkeit, d.h. die Kategorien der Anzahl für dies Gespenst 
zu negieren» darf ich es als einen denkbaren Gegenstand für 
eine Betrachtung gelten lassen, die eben ohnedies von allen 
Aussagen über diesen Gegenstand absieht, sie mögen bejaht 
oder verneint werden, und also von ihnen unabhängig ist. Das 
Mysterium, und eb^n wegen Negation der Kategorie der An^ 
zahl tiefste Mysterium der Dreifaltigkeit würde uns z. B. beim 
Zählen in arge Verlegenheit bringen. 

Dagegen ist eine Anzahl an sich, welche also nicht die An^ 
zahl irgendwelcher Gegenstände bedeutet, gar nicht denkbar, 
sondern nur ein leeres Wort. Die reinen Verstandesbegri£Fe 
sind leere Form ohne jeden eigenen Inhalt, denn: »daß alle 
unsere Erkenntnis mit der Erfahrung anfange, daran ist gar 
kein Zweifel«. 

Also kann es im Geiste Kants keine absoluten Zahlen, Zahlen 
an sich, geben. Es gibt keine »Zwei« an sich, wohl aber »zwei 
Dinge«. 

Wir haben somit vor, eine Wissenschaft, d. i. letzten Endes 
eine Erfahrung zu entwickeln, welche alle als Subjekt denk^ 
baren Gegenstände umfaßt. Erfahrung ist aber nur durch die 
Vorstellung einer notwendigen Verknüpfung möglich, welche 
dem Gesetz des inneren Sinnes entspricht und von der wir, 
eben weil sie die formale Bedingung jeder Erfahrung über^ 
haupt ist, weder absehen noch abstrahieren können. 

Ich habe dies Gesetz des inneren Sinnes in der Einleitung 
kurz wie folgt formuliert: Alle Veränderungen geschehen nach 
dem Gesetz der Verknüpfung von Ursache und Wirkung 
unter Beharren einer in allem Wechsel der Erscheinungen 
unveränderlichen Substanz. 

Es wäre nun leicht zu sagen, was die Substanz unserer 
Wissenschaft sein müsse oder könne, wenn man als klar vor# 
aussetzen dürfte, was unter »Substanz« überhaupt zu ver# 
stehen sei. 

Wir werden in diesem Buche noch dreimal demselben Pro# 
Wem begegnen und ich muß daher versuchen, hier ein für alle 
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mal die richtige Au£Eassung zu gewinnen, wenn es auch etwas 
umständlich erscheinen mag. 

Hören wir die »Kritik der reinen Vernunft«, und zwar zu# 
erst einige Satze aus dem Abschnitt über die Zeit zur Vor» 
bemerkung. 

»Die Zeit ist nichts anderes, als die Form des inneren Sinnes 
d. i. des Anschauens unserer Selbst und unseres inneren Zu# 
Standes. Denn die Zeit kann keine Bestimmung äußerer Er# 

scheinungen sein; dagegen bestimmt sie das Verhältnis 

der Vorstellungen in unserem inneren Zustand.« 

Die Zeit ist »die unmittelbare Bedingung der inneren und 
eben dadurch auch mittelbar der äußeren Erscheinungen«. 

Und nun hören wir weiter einiges aus dem Abschnitt über 
das Prinzip der Beharrlichkeit der Substanz : 

» das Beharrliche ist das Substratum der empirischen 

Vorstellung der Zeit selbst. Die Beharrlichkeit drückt 

überhaupt die Zeit als das beständige Correlatum alles Daseins 
der Erscheinungen, alles Wechsels, aller Begleitung aus.« 

» dieses Beharrliche ist die Bedingtmg 

der Möglichkeit aller synthetischen Einheit der Wahmeh# 
mungen, d. i. der Erfahrung und an diesem Beharrlichen kann 
alles Dasein und aller Wechsel in der Zeit nur als ein Modus 
der Existenz dessen was bleibt und beharrt, angesehen werden.« 

»Entstehen und Vergehen sind nicht Veränderungen des» 
jenigen, was entsteht oder vergeht. Veränderung ist eine Art 
zu existieren, welche auf eine andere Art zu existieren eben 
desselben Gegenstandes folgt. Daher ist alles, was sich ver» 
ändert, bleibend, und nur sein Zustand wechselt.« 

Ich habe eben diese Sätze herausgegriffen, weil sie mir am 
deutlichsten den Begriff der Substanz im Geiste der Kantschen 
Erkenntnislehre in dessen weitestem und reinstem Sinne zu 
bezeichnen scheinen. 

Sie zieigen, daß man im allgemeinen durchaus nicht von der 
Substanz eines Gegenstandes oder einer Wahrnehmung eines 
solchen sprechen kann, sondern nur von der Substanz einer 
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Erfahrung, d. i. einer synthetischen Einheit von Wiahmeh# 
mungen. Denn eben die Bedingung der Möglichkeit einer 
solchen ist das Beharrliche, die Substanz, nicht die Bedingtmg 
-der Möglichkeit einer isolierten Wahrnehmung. 

Und darum kann in derselben Reihe von zeitlich aufeinan# 
derfolgenden Wahrnehmungen dies oder das das Beharrliche, 
die Substanz sein, je nachdem zu welcher Erfahrung ich sie 
ordnen will. 

Etwas brennt lichterloh und verbrennt schließlich vollkom^ 
men. Das ist eine Reihe von Wahrnehmungen. Man sieht, wie 
die Flamme leckt, wie der Gegenstand sich ändert, wie Rauch 
aufsteigt und fühlt die Hitze usw. und zum Schluß ist nichts 
mehr da als ein Häufchen Asche. 

Was ist die Substanz? 

Jemand sagt: die Materie. Sie verändert sich nur chemisch 
und geht zum Teil in einen anderen Aggregatzustand über, 
aber sie ist beharrlich. Er hat recht, natürlich. Und aus man^ 
chem, was Kant in dem Abschnitt über dies Prinzip gesagt 
hat, besonders in der zweiten Ausgabe der »Kritik der reinen 
Vernunft«, könnte Qian folgern, er habe ausschließlich 
recht. Schon die Formulierung des Prinzips selbst in dieser 
zweiten Ausgabe spricht sehr dafür durch den Nachsatz: »und 
das Quanttun derselben (der Substanz) wird in der Natur 
weder vermehrt noch vermindert«. 

Aber ich meine, dieser Jemand hat nur dann recht, wenn er 
sich für die Veränderung des brennenden Materials interessiert, 
d. h. wenn er diese Wahrnehmung zu einer Erfahrung über 
das Verbrennen von Materie ordnet. 

Ein anderer könnte mit ebensoviel Recht sagen : Die Sub^ 
stanz dieser Reihe von Wahrnehmungen ist das Feuer. Wenn 
es ihm nämlich auf dessen wechselndes Bild ankommt, d. h. 
wenn er diese Wahrnehmungen z. B. zu einer Erfahrung des 
prächtigen Schauspiels eines Brandes ordnet. Auch hier trifft 
es zu, daß alles, was sich verändert (der Brand), bleibend ist, 
und nur sein Zustand (Farbe, Gestalt usw. der Flammen) 
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wechselt. Aber zuguterletzi verlöscht das Feuer. Gewiß — und 
damit ist diese Erfahrung, von der die Rede ist, zu Ende. 

Nattirlich kann man an diese Erfahrung eine andere an# 
schließen, oder richtiger, sie in eine weitere einschließen, 
welche die Erfahrung von einem anderen Beharrlichen sein 
wird, z. B. von einem Tisch, auf dessen schöner Platte sich das 
Feuer leider erreignet hat usw. con gratia in infinitium. 

Allerdings — in infinito kommen wir wahrscheinlich wieder 
zur Materie als Substanz regulativ aller möglichen Erfahrung 
dieser Welt, meinetwegen Materie und Energie. Denn in der 
Tat, dieses reine Verstandesgesetz zwingt uns, auch für die 
Regel aller Erfahrung, also die Verknüpfung alles Daseins und 
alles Wechsels ein Substrat der regulativ unendlichen Zeit, 
d. i. ein ewig Beharrendes zu denken. Nach dem heutigen 
Stande der Naturwissenschaft nehmen wir hierfür die Zwei# 
faltigkeit Materie — Energie. Vielleicht werden wir, ohne ins 
Gebiet der »Praktischen Vernunft« zu gehen, einmal etwas 
anderes dafür setzen. Aber ewig beharrend werden wir es 
denken, wir führen denn aus unserer Vernunft 

Die meisten Erlebnisse, Geschichten und Wissenschaften 
sind jedoch nur Ausschnitte aus dieser Allerfahrung und 
danken ihre synthetische Einheit der Wahrnehmungen je einer 
anderen Substanz. 

Das reine Substanzgesetz sagt gar nichts, als daß in unserem 
Beispiel eine Erfahrung von einem Brande nur möglich ist, 
wenn Brand Brand bleibt. Wenn plötzlich statt des Feuers 
Musik da wäre, ohne etwas anderes Beharrendes, als dessen 
verschiedene Zustände wir diese beiden Wahrnehmungen be^ 
greifen könnten, so — 

ich spreche es besser nicht aus,wcil man sofort meinen würde, 
es müsse doch dabei auch was zu denken sein, nämlich die 
Wahrnehmung des Feuers, die Wahrnehmung der Musik, also 
ein wechselnder Zustand des beharrenden Ichbewußtseins des 
Wahrnehmenden, wodurch schon unmittelbar das Substrat 
der Zeit, als der Form des inneren Sinnes, hergestellt wäre, 
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und damit zugleich die Zeitfolge der Wahrnehmungen. Wissen 
wir aber so, daß diese zwei Erscheinungen, Feuer — Musik, 
einander zeitlich streng folgen und zwar nicht nur zufallig, 
sondern so, daß Feuer in Musik übergeht, so werden wir nur 
sagen, daß uns die Art ihrer Verknüpfung nach Ursache und 
V^lrkung zwar unbekannt ist, daß sie aber da sein müsse und 
daß beides also Veränderungen des Zustandes eines Beharre 
liehen sein müssen, das wir nur noch nicht erkannt haben. 
Wir werden das Schema des inneren Zustandes mittelbar auf 
die äußeren Erscheinungen übertragen. 

Denn eben das ist das Kennzeichen der Apriorität dieses 
Prinzips, daß wir von etwas ihm Widersprechenden gar nicht 
reden, geschweige denn es uns vorstellen können. 

Das hier gestreifte Verhältnis zwischen der unmittelbaren 
Wahrnehmung der Zeit in unserem inneren Zustand und der 
mittelbaren Übertragung auf die derWahmehmung zugrunde^ 
liegende äußere Erscheinung deckt sich, wie man sieht, durchs 
aus mit der Auffassung der Zeit als Form des inneren Sinnes. 
Und aus diesem Grunde habe ich auch einige Sätze der »Kritik 
der reinen Vernunft« über die Zeitform hier vorangeschickt 

Beachten wir nun die Bedeutung dieses Verhältnisses für 
den Begriff der Substanz, 

XfTir können jederzeit mittels der Einbildungskraft Wahr^ 
nehmungen, die wir irgendwann gemacht haben, wiederholen. 
Solche Wahrnehmungen müssen zeitlich, also ursächlich, nicht 
sichtlich zusammenhängen. Die Verknüpfung in einer Erfahr 
rung erfolgt erst durch die Vdederholung, also in einer an« 
deren Zeit und vielleicht in einer ganz anderen zeitlichen 
Reihenfolge als vormals die Ereignisse. Man denke an eine 
Erfahrung von Flammen überhaupt, in welche man die im 
Beispiel erwähnte einreihen könnte. Man denke an eine Er« 
fahrung von den musikalischen Ausdrucksmitteln für eine 
heitere Stimmung in Instrumentation, Tempo, Rhythmus, 
Harmonik usw. Und man denke auch allmählich wieder an 
die Anzahlenlehre. 
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Auch die Bedingung der Möglichkeit der synthetischen Ein# 
heit solcher durch die Einbildungskraft reproduzierter Wahr# 
nehmungen ist ein Beharrliches. Auch diese Reproduktion im 
Studium, im Vortrag, im Buch erfolgt in der Zeit und der 
Wechsel ihrer Erscheinungen kann den Charakter der Ver^ 
änderung, wodurch allein ein Wechsel im Zusammenhang ge« 
dacht wird, nur durch das Beharren eines Substrates dieser 
Zeit, einer Substanz, erhalten. 

Von der spezifischen Zeit der Existenz der ursprünglichen 
realen Wahrnehmungen, welche nur durch die Vericnüpfung 
derselben nach Ursache und Wirkung mit den Ereignissen in 
einer weiteren Erfahrung gegeben ist, wird in dieser engeren 
Erfahrung (etwa von Flammen überhaupt) abgesehen, d. h. sie 
werden mit einander verknüpft, wann immer und in welcher 
Reihenfolge immer sie existiert haben mögen. Lezteres aber 
ist gleichbedeutend damit, daß sie alle gleichzeitig existierend 
gedacht werden, denn ihre Synthesis ist vertauschbar, wenn 
die Reihenfolge nicht ursächlich bestimmt ist. 

Wenden wir uns nun wieder ganz der Anzahlenlehre zu. 
Angestrebt wird eine synthetische Einheit der als Subjekt 
denkbaren Gegenstände ihrer Anzahl nach. Diese Synthesis 
ist nur in der Zeit (des Studiums) ausführbar, d. h. wir können 
schlechterdings nicht alle Beziehungen zwischen Anzahlen in 
einem Nu zugleich übersehen, noch sie parallel festhalten. Ich 
sage nun, die Bedingung der Möglichkeit dieser synthe^ 
tischen j^inheit, d. i. der Zahlenlehre, ist die Beharrlichkeit der 
Anzahl, also jeder einzelnen Anzahl, letzen Endes der Einheit 
und regulativ auch der Anzahl oo. 

Dies letztere erwähne ich hier nur nebenbei. Es zeigt nur 
die zwingende Parallelität mit dem physikalischen Substanz^ 
gesetz. Da auch die Anzahlenlehre alle als Subjekt denkbaren 
Gegenstände, also der Anzahl nach alle mögliche Erfahrung 
umspannt, so wie die Physik der Materie und der Energie nach, 
kommt man auch hier der Regel nach zu einer Substanz, deren 
Quanttun (unendlich) in der Natur weder vermehrt noch ver^ 
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mindert werden kann. Daraus sieht man einerseits, daß diese 
Fassung, welche Kant dem Prinzip gegeben hat, wohl berech« 
tigt ist, da es ihm im Plane seines Werkes nur auf die Grenzen 
der menschlichen Erfahrung iiberhaupt ankam. Andererseits 
sieht man, wenn es irgend der Mühe wert ist, noch einen Blick 
darauf zu werfen, die ganze Einfaltigkeit Häckelscher Welt< 
rätselraterei. 

Vdr sagen wohl am richtigsten und verständlichsten : Die 
Einheit ist die Substanz der Anzahlenlehre. Sie ist unmittelbar 
das Substrat jenerZeit, in welcherman die irgendwann wahrge« 
nommenen oder wahrnehmbar gedachten Gegenstände durch 
die Einbildungskraft ordnend reproduziert und sie ist mittel« 
bar das Substrat irgend einer oder aller Zeit. 

Denn unsere Zahlen sind Gegenstände abgesehen von allem, 
was man von solchen nicht allein auf Grund des Satzes der Zähl« 
barkeit aussagen kann. Damit ist auch abgesehen von alldem, 
wodurch sie ursächlich mit anderen Gegenständen verknüpft 
sind oder waren oder sein werden, d. h. von einem bestimmten 
Zeitpunkt ihrer reellen Existenz. 

Damit fehlt jede Möglichkeit der Bestimmung einer festen 
zeitlichen Reihenfolge für die Synthesis, diese ist also ver« 
tauschbar und alle Gegenstände als Anzahlen müssen als gleich« 
zeitig existierend vorgestellt werden und zwar, wie gesagt, zu 
jeder beliebigen Zeit, also regulativ ewig. 

Ich fordere also nicht eine »Substanzialität« der Anzahlen 
oder der gezählten Gegenstände oder gar der nichtigen ab« 
soluten Zahlen, sondern ich sage nur, daß eine Lehre, d. i. eine 
Erfahrung von den Anzahlen nur möglich ist, wenn jede An« 
zahl selbst beharrlich ist. 

Man kann das Unausdenkbare, welches der Negation dieses 
Vemünftprinzips entspräche, wohl kaum besser zum Ausdruck 
bringen, als Goethe durch jene Worte, bei welchen eben nichts 
zu denken ist: 

Aus Fünf und Sechs 
so sagt die Hex' 
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Mach' Sieben und Acht, 

So ist's vollbracht. 

Und Neun ist Eins, 

Und Zehn ist Kein's. 

Das ist das Hexeneinmaleins. 

Es fragt sich, wie diese Folgerungen aus dem Satz der Zähl# 
barkeit und dem Gesetz des inneren Sinnes sich in einer Lehre 
von Anzahlen ausprägen. 

Wir bezeichnen eine Einheit mit 1, die Mehrheit, welche 
durch Hinzufügen einerweiteren Einheit gegeben ist, mit 2 usw. 
Eine Anzahl im allgemeinen bezeichnen wir mit a, b, c usw. 
Wir nennen diese Zeichen Zahlen und sind uns bewußt, daß 
jede Zahl eine Anzahl Gegenstände bedeutet, d. h. benannt 
ist Es kann keine unbenannte Zahl geben. 

Das Zeichen der einfachen Synthesis, der Addition, ist -)*, 
und alle anderen Operationen sind von dieser ersten abge# 
leitet durch umgekehrte Fragestellung (Subtraktion) oder 
Zusammenfassung mehrerer gleicher Operationen (Multipli# 
kation) usw. 

Der zahlenmäßige Ausdruck für das oberste Gesetz, die 
Unveränderlichkeit der Anzahl, ist 

a = a 
oder 1 = 1. 

Diese Gleichung besagt also, daß die Anzahl, letzten Endes 
die Einheit in sich unveränderlich ist. Daß die Gleichung eine 
gegenständliche Gleichheit der Einheiten untereinander aus^ 
drücken sollte, kann gar nicht in Frage kommen. Denn ein 
Unterschied von der Einheit der Anzahl nach kann nur heißen, 
daß es sich um eine \^elheit handelt. Irgendeine anders ge^ 
artete Gleichheit oder Ungleichheit unter den gezählten Ge# 
genständen als eben der Anzahl nach kann gar nicht gemeint 
sein, wo anders wir nicht aus dem Rahmen unseres Vorsatzes 
heraustreten wollen. 

Die Tatsache, daß alle gezählten Gegenstände als gleiche 

26 



zeitig existierend gedacht werden müssen» also die Synthesis 
derselben vertauschbar ist, kommt zahlenmäßig zum Ausdruck 
in der Gleichung 

a -{- b = b -f- a. 

Man findet auch zuweilen als grundlegend den Satz 

a + b>a 

was bei positiven Zahlen für a und b gelesen wird: Das Ganze 
ist größer als der Teil. Da ich von Teilen hier noch nicht reden 
kann, müßte ich sagen : Die Summe ist größer als ein Sum^ 
mand. Aber wenn dieser Satz so oder so nicht eben eineDefi^ 
nition des Wortes »größer« ist, so wäre eine solche vorerst zu 
geben, ehe der Satz einen Sinn erhält 

Auch den bekannten Satz: »Zwei Größen einer dritten 
gleich, sind auch untereinander gleich«, könnte man vorsichts« 
halber bereits für Anzahlen prüfen. Er würde aber offenbar 
gar nichts besagen, als daß die Einheit nie Vielheit sein kann, 
oder daß die Anzahl, so oft ich sie auch betrachte, beharrt 

Die beiden Gleichungen 

1 = 1 
und a -f- b = b -f- a 

bilden also die zahlenmäßigen Grundformen der allgemeinen 
Anzahlenlehre. 

Zu erörtern bleibt noch die Frage, wie weit wir die Synthesis 
der Anzahl fortsetzen dürfen, also bis zu welcher größten Zahl 
wir zählen können. 

Die Antwort gibt uns ohne weiteres das regulative Prinzip. 
In der Reihe der Synthesis v0n Einheit zu Einheit können wir 
durch keine Erfahrung, auch nicht a priori durch die Regel 
einer möglichen Erfahrung, eine Grenze angeben, wir müssen 
daher immer nach einem weiteren Giiede der Reihe fragen, so 
weit wir die Synthesis auch fortgesetzt haben oder denken. 
Diese Synthesis also ist schlechterdings unvollendbar. Be^ 
zeichnen wir jene Anzahl, welcher wir in dieser Reihe als 
Abschluß zustreben, ohne sie jedoch jemals erreichen zu kön^ 
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nen» mit oo (unendlich), so müssen wir uns dessen bewußt 
bleiben, daß wir über diese Anzahl gar nichts als über einen 
vollendeten, gegebenen Gegenstand der Erfahrung aussagen 
können. Wir wissen von demselben gar nichts, als was die 
Regel der unbegrenzten Synthesis aussagt. 

Unübertrefflich klar sind Kants eigene Worte: »Der wahre 
Begri£F der Unendlichkeit ist, daß die sukzessive Synthesis der 
Einheit in Durchmessung eines Quantum niemals vollendet 
sein kann. Da diese Synthesis nun eine nie zu vollendende 
Reihe ausmachen müßte, so kann man sich nicht vor ihr, mit^ 
hin auch nicht durch sie, eine Totalität denken. Denn der 
Begri£F der Totalität selbst ist in diesem Falle die Vorstellung 
einer vollendeten Synthesis der Teile, und diese Vorstellung, 
mithin auch der Begri£F derselben ist unmöglich.« 

Daher können wir von der Unendlichkeit gar keinen »kon<» 
stitutiven« sondern nur einen »regulativen« Gebrauch machen. 

Einen konstitutiven Gebrauch würden wir von dieser regu« 
lativ gegebenen Zahl machen, wenn wir mit ihr so rechnen 
wollten, als wäre sie uns tatsächlich ebenso wie alle anderen 
Zahlen selbst gegeben und nicht nur die Regel, welche dahin 
fuhrt. Damit müßten wir ohne weiteres auf jenen Widerstreit 
stoßen, welchen Kant die »Antinomie der reinen Vernunft« 
nennt und in deren Ausnützung sich dialektisch alles beweisen 
läßt. Tatsächlich trifiFt dies für die unbestimmten Formen zu 
und es wäre ganz lehrreich zu sehen, wie die Scherzbeweise, 
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welche sich mit rr usw. durchführen lassen, den Weisheiten 
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älterer und neuester Philosophen entsprechen. 

Die Form -^ gehört nicht hierher. Sie spricht im Umkreise 

dieser Betrachtung einfach von nichts und wieder nichts. 

Daß all die unbestimmten Formen noch einen besonderen 
Sinn gewinnen können, ist eine Sache für sich. Die allgemeine 
Anzahlenlehre kann ihn jedenfalls nicht geben. 

Ehe wir weiter gehen und die allgemeine .Anzahlenlehre, 
welche wohl der Arithmetik positiver ganzer Zahlen ent^ 
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sprechen dürfte, verlassen, müssen wir noch einen Blick auf 
die Benennung, welche jeder Zahl zukommen muß, werfen. 
In der Addition entsteht keinerlei Bedenken. 

a Nüsse -f- b Gedanken = c denkbare Gegenstände. 

Die Subtraktion ist bereits von der Addition abgeleitet, 
durch umgekehrte Fragestellung. Man muß aber nicht voraus^ 
setzen, daß der Subtraktor mit dem weiteren Begri£F entspre^ 
chend der Summe der Addition zu benennen ist. Es ist gar 
nicht gesagt, daß ich mir vornehmen muß, Gedanken von 
Nüssen abzuziehen, wenn ich : ^»a Nüsse — b Gedanken« 
schreibe. Ich könnte die Fragestellung der Subtraktion ganz 
allgemein so au£Fassen: Wieviel mehr Nüsse habe ich als 
Gedanken? 

Die also leichtsinnig herausgeforderte Bosheit antwortet: 

viel mehr Nüsse! Zugegeben. Ich kann also auch hier be^ 

nennen: 

a Nüsse — b Gedanken = c Nüsse. 

Ja, ich muß bei Addition und Subtraktion überhaupt nicht 
bei zwei Benennungen oder zwei solchen und einer beide um^ 
fassenden weiteren bleiben. Der Anzahl nach — und nur da^ 
rum handelt es sich — sind 7 Weltweise + 7 Propheten = 14 
Narren. 

Die anderen Operationen sind im Grunde nur vereinfachte 
Schreibformen dieser ersten. Sie sind bewußte Verkürzungen 
und daher kann eine Anzahl bewußt eine besondere Bedeutung 
haben, ohne die allgemeine Anwendbarkeit der Anzahlenlehre 
auf alle als Subjekt denkbaren Gegenstände zu beeinträchtigen. 

Statt 2 Dinge -|- 2 Dinge -f- 2 Dinge = 6 Dinge 

sage ich: »3 gegebene Summanden von je 2 Dingen«, und 

schreibe 

3x2 Dinge = 6 Dinge. 

Statt zu sagen : 

4 Dinge — 2 Dinge — 2 Dinge = 
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sage ich, daß 2 gesuchte Summanden, welche 4 Dinge ergeben 
sollen, je 2 Dinge seien und schreibe 

4 Dinge : 2 = 2 Dinge. 

Die Benennung des Potenzexponenten ist »Faktoren«, die 
des Wurzelexponenten ebenfalls, nämlich im ersteren Falle die 
Anzahl der gegebenen, im letzteren die der gesuchten Faktoren. 

Bis hierher brauchen wir also keine unbenannten Zahlen. 

Was uns die allgemeine Anzahlenlehre aber o£Fenbar aus 
den hier gebrauchten Grundsätzen heraus nicht liefern kann, 
sind gebrochene und negative Zahlen. 

Gebrochene Zahlen drücken eine Teilbarkeit der Einheit 
aus, die keine von Kants Kategorien geben kann, die also für 
eine jeden denkbaren Gegenstand umfassende V(^ssenschaft 
der Anzahl a priori nicht gefordert werden kann. 

Tatsächlich ist es auch empirisch z. B. wohl ohne weiteres 
möglich, Gedanken zu zählen, was aber ein Teil eines Ge^ 
dankens sein sollte, wäre ohne irgend eine ganz besondere 
Vereinbarung nicht einzusehen, die dann wahrscheinlich für 
andere Dinge, z. B. Nüsse, kaum passen dürfte. 

Somit sind teilbare Anzahlen von Dingen überhaupt un^ 
möglich, denn die Teilbarkeit müßte, wie das Beispiel zeigt, 
in irgend einer Weise auf anderen Aussagen, die sich von 
Dingen machen lassen, beruhen. Es wäre ein Trugschluß, zu 
glauben, die Division führe zwingend zu Teilen von Ein^ 
heiten. Solange ich für die Aufgabe 1 : 2 keine dem Bruche 
entsprechende Bedeutung finde, was wie gesagt a priori für 
alle Gegenstände nicht möglich ist, kann ich die Aufgabe nur 
als unerfüllbar betrachten und darf mich vorerst durch gewisse 
Erfahrungen der Rechnung selbst nicht beirren lassen. 

Der Schluß: »Jede Vielheit ist eine Einheit (z. B. 12 ein 
Dutzend), folglich ist jede Einheit eine Vielheit«, gilt mir — 
auch wenn man den Gedanken etwas anders formuliert — 
gleichwertig etwa diesem: »Jedes Pferd ist ein belebter Motor, 
folglich ist jeder belebte Motor Pferd.« Es hat mit diesem 
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Schlüsse gar nichts zu tun, daß wir tatsächlich alle Motors 
leistung in Pferdekräften angeben können. Und mit der Viel^ 
heit der Teile in jeder Einheit verhält es sich, wie wir noch 
sehen werden, ganz ähnlich. 

Auch negative Anzahlen lassen sich aus keiner Kategorie 
gewinnen, denn die Negation, welche allenfalls in Frage kom^ 
men könnte, entspricht nur der 0, d. h. eben der Negation 
einer Anzahl. Die Algebra gehört daher nicht zur allgemeinen 
Anzahlenlehre. Die Lehre von den Anzahlen aller als Subjekt 
denkbaren Gegenstände ist einzig und allein die Arithmetik 
ganzer positiver Zahlen. 
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II. HAUPTSTÜCK 



DER ARAUM UND DIE GROSSENLEHRE 

Daß all unsere Erkenntnis mit Erfahrung anfange, daran 
ist gar kein Zweifel.« 

Die Erfahrung, mit welcher die allgemeine Anzahlenlehre 
beginnt, ist die von irgendwelchen, regulativ allen als Subjekt 
denkbaren Gegenständen. 

Es ist ersichtlich, daß die allgemeine Anzahlenlehre, d. i. di^ 
Arithmetik ganzer positiver Zahlen, allen weiteren mathema» 
tischen Methoden zugrunde liegt. Daher muß die Erfahrung, 
auf welcher letztere aufbauen, in der »aller als Subjekt denk^ 
baren Gegenstände« enthalten sein. 

Das Arbeitsgebiet dieser weiteren mathematischen Metho« 
den, z. B. der Teilbarkeit, der Unterscheidung negativer und 
positiver Zahlen usw., muß somit eine Beschränkung auf 
gewisse als Subjekt denkbare Gegenstände darstellen. 

Wenn die Ergebnisse der Mathematik auch in diesen Me^ 
thoden »allgemeingiiltig und notwendig« oder, wie man ge^ 
meinhin sagt: »unfehlbar« sein sollen, muß die Beschränkung 
ihres Arbeitsgebietes durch »Erkenntnis, welche nicht eben 
aus Erfahrung entspringt«, also durch Erkenntnisse a priori 
erfolgen. 

Bei unserer Voraussetzung, daß die Tafel Kants diese Er# 
kenntnisse a priori vollständig enthalte, muß also die Be^ 
schränkung des Arbeitsgebietes der entwickelteren Mathen 
matik durch Sätze dieser Tafel möglich sein. 
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Die Kategorien der Qualität, Relation und Modalitat liegen 
ebenso wie die bereits berticksichtigten der Quantität unseren 
Urteilen über alle Dinge zugrunde, auch den Urteilen der 
allgemeinen Anzahlenlehre. 

Die »Analogien der Erfahrung«, das »regulative Prinzip« 
und die »Postulate des empirischen Denkens überhaupt« sind 
bereits in Wirkung getreten. 

Es bleiben also die »Axiome der Anschauung« und die 
»Antizipationen der Wahrnehmung«, auf welchen wir fußen 
könnten. 

Die reinen Anschauungsformen selbst besagen nur, daß 
wir die Erscheinungen a priori entweder als nebeneinander 
(Raumform) oder als nacheinander (Zeitform) wahrnehmbar 
ordnen. 

Sie sind — auch bildlich gesprochen — leere Formen, i 
welchen wir unsere Wahrnehmung einzelner Erscheinungen 
sammeln und so verbinden wie etwa Tropfen in einem Glas,^ \ 
ihnen so erst Inhalt gebend. 

Der Raum im gemeinen Sinne des Wortes ist daher nur die 
Gesamtheit der Erscheinungen, sofern wir sie gemäß der Raum^ 
form ordnen, als »räumliche« bezeichnen,mit anderen Worten: 
das Nebeneinander der Erscheinimgen. 

Die Zeit im gemeinen Sinne des Wortes ist die Gesamtheit 
der Erscheinungen, sofern wir sie nach der Zeitform ordnen, 
als zeitlich dauernd bezeichnen, oder mit anderen Worten: 
das Nacheinander der Erscheinungen. 

Wir haben also drei Möglichkeiten aus dem Arbeitsgebiet 
der allgemeinen Anzahlenlehre, d. h. aus allen als Subjekt 
denkbaren Gegenständen gewisse a priori auszuscheiden, in^ 
dem wir nämlich von jenen Aussagen nicht absehen, welche 
einen Gegenstand entweder als »räumlichen«, oder als »zeit«* 
lieh dauernden«, oder als »graduell empfindbaren« kenn^ 
zeichnen. 

Wenn man die Spaltung des Kantschen Satzes: »Alle Ani> 
schauungen sind extensive Größen«, wie in der Einleitung 
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begründet» berücksichtigt, so können wir uns also auf folgende 
drei Aussagen a priori stützen: 

1. Alles Raumliche ist eine teilbare Größe, 

2. Alles Zeitliche hat Dauer, 

3. Jeder Gegenstand der Empfindung hat einen Grad. 
Es ist nun sofort einzusehen, daß alles, was Gegenstände 

als zeitliche auszeichnet, nicht in den Rahmen der Anzahlen^ 
lehre paßt. 

Stellen wir uns einen als Subjekt denkbaren Gegenstand vor, 
z. B. einen Stein ohne wahrnehmbare Veränderung während 
der Zeit der Betrachtung. 

Der Stein enthält eine Anschauung im Räume (er is^ räum^ 
lieh ausgedehnt), eine Anschauung in der Zeit (er hat zeitliche 
Dauer), und Härte, Festigkeit, Farbe, Gewicht usw. usw., d. h. 
mancherlei Gegenstände der Empfindung, die wir uns zu^oder 
abnehmend vorstellen können. 

Vü^e kennzeichnen wir aber diesen Stein als zeitlich dauernd, 
als zeitlich extensive Größe? 

Wenn ich versuchen will, auch demjenigen, der die »Kritik 
der reinen Vemimft« nicht kennt, meinen daraus folgenden 
Gedankengang verständlich zu machen, muß ich hier in mög^ 
liehst einfacher Weise einiges über das Wesen des BegrifiFes 
»Zeit« ausführen. 

Wenn wir unsere Blicke im Kreise wandern lassen, nehmen 
wir einen Wechsel von Erscheinungen wahr, z. B. im Osten 
einen Baum, im Süden ein Haus, im Westen einen Berg, im 
Norden einen Turm. 

Durch mehrfache Versuche oder irgendwelche Schlüsse und 
Vergleiche sind wir der Oberzeugung, daß wir diesen Wechsel 
ebensowohl in anderer Reihenfolge vor sich gehen lassen 
könnten, also die Zusammenfassung dieses Rundblickes, die 
»Synthesis der Erscheinungen« als vertauschbar betrachten 
können. Wir sagen dann, daß diese Erscheinungen »gleiche 
zeitig« existieren. Daß wir bei dieser und den folgenden em^ 
pirischen Entscheidimgen irren können, ist hier belanglos. 
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Wir nehmen ein andermal einen anderen Wechsel von Er^ 
scheinungen wahr, indem wir wie vorher um uns blicken, z. B. 
im Osten ein schwimmendes Boot unter einer Brücke, im 
Süden ein Pferd im Sprung über einer Hecke, im Westen 
einen Mann auf der ersten Stufe einer Treppe, im Norden 
einen auffliegenden Zug Rebhühner. Wir urteilen wiederum 
auf irgend eine Weise, daß die Zusammenfassung des Rund^ 
blickes, die Synthesis der Erscheinungen anders ausgefallen 
wäre, wenn wir uns anders herumgedreht hätten, daß diese 
Erscheinungen also nicht gleichzeitig existiert haben. 

Und wiederum sehen wir einmal einen anderen Wechsel 
von Erscheinungen, z. B. eine Kugel, welche einen Berg hin^ 
unterrollt, jetzt oben, jetzt in der Mitte, jetzt unten ist. Wir 
nennen das den Ablauf eines Ereignisses, sagen, daß die Stel^ 
lungen der Kugel einander »zeitlich folgen«, daß wir eine 
»Zeitfolge« wahrnehmen von einer gewissen »Zeitdauer«. V(^r 
glauben nicht, daß wir die Kugelstellungen in anderer Reihen^ 
folge hätten wahrnehmen können, etwa erst unten, dann in 
der Mitte, dann oben, es sei denn, daß dies ein ganz anderes 
Ereignis wäre, nämlich eine andere Kette von Ursachen und 
Wirkungen. 

Vü^r nennen einen Wechsel von Erscheinungen nur dann 
Ablauf eines Ereignisses oder eine Zeitfolge, wenn dieser 
Wechsel in sich kausal verknüpft, also ein; Kette von Ursachen 
und V(^rkungen, oder mit anderen Worten »Veränderung« 
des Zustandes eines Beharrlichen ist. 

Das Beharrliche ist in diesem Beispiel »die auf der schiefen 
Ebene frei abrollende Kugel«. 

So sieht man, wenn man das im vorigen Hauptstück über 
Substanz gesagte heranzieht, folgendes: 

Die Wahrnehmung der »Zeitfolge« ist die Wahrnehmung 
der wechselnden Kugelstellungen, also der Veränderung des 
Zustandes (Lage) der »auf der schiefen Ebene frei abrollen^ 
den Kugel«, welche als Substanz, Bindeglied der Erfahrung, 
beharrt. 
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Denken wir uns dies Eieigntf nach der Seite seincrUisadien, 
auf wdcher keine Eifahmng uns eine eiste YocstcObar madit» 
und nach der Seite seiner Wirkungen, auf welcher keine Er« 
£ahrung uns eine letzte vorstellbar macht, erweitert, wie uns 
das r^ulati ve Prinzip gestattet, also in unvoDendbarcrer Reihe, 
so kommen wir etwa auf die beharrliche Substanz »Materie« 
Eneigie« als Korrelat oder Vorstellungstrager der 3»2>it« 
schlechdiin, der Ewi^eit, der Dauer aller Zeitfolge. So ist 
gemäß der »Zeitform« unserer Vernunft die »2>it« das be« 
harrende Binde^ied aller Erfdirung des Geschehens. 

Irgend eine 2Mt, also ein 2^tabschnitt oder eine Zeitdauer 
eines gewissen Ereignisses findet ebenso ihren VorsteDungs« 
tiager in der beharrlichen Substanz dieses Ereignisses. »Zeh^ 
dauer« ist nichts als ein Ausdruck für die Einheit im Wechsel 
der Erscheinungen. Wahrnehmbar ist nur die »Zeitfolge«, nicht 
die Dauer. 

Ist die »2^itfolge« nichts als die Wahrnehmung einer Kette 
von Ursachen und Wirkungen an einem Behardichen, so sind 
zwei »Zeitfolgen« gleich, wenn diese Ketten und ihr Beharre 
liches gleich sind, sie haben dann auch gleiche Dauer. Ver« 
änderlichkeit der »Zeit«, bei diesem Sinne des Wortes Zeit, 
heißt also genau Veränderung ohne Ursache. 

Solche gleiche Ketten von Ursachen und Wirkungen an 
einem Beharrlichen sind unsere Uhren. 

Aber auch verschiedene »Zeitfolgen«, also in dieser Ter« 
minologie: verschiedene Ereignisse können gleiche Dauer 
haben, wenn nämlich Beginn und Ende des Korrelates dieser 
»Zeitdauer«, der beharrlichen Substanzen beider Ereignisse 
»gleichzeitig« wie oben erklärt eintrefiFen. 

Das klingt etwas sonderbar. Aber betrachten wir die beiden 
Ereignbse, deren eines »die auf der schiefen Ebene frei ab« 
rollende Kugel«, deren anderes »die auf der schiefen Ebene 
so und so hinaufrollende Kugel« als beharrliche Substanz hat. 

Man sieht, daß diese Substanzen mit dem Ereignis (dem 
Rollen) beginnen und aufhören. 
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Und wenn man die gleiche Dauer beider Ereignisse für ein 
Meter Weg feststellen wollte, so wäre die Substanz dieses Er^ 
eignisses, nämlich »des Rollens um einen Meter«, die »auf der 
schiefen Ebene so und so einen Meter rollende Kugel«. 

Betrachten wir diese Beispiele im Ganzen, so erkennen w:ir 
als Charakteristikum einer »Zeitfolge« — und da nur durch 
eine solche eine »Zeitdauer« wahrgenommen wird — einer 
»Zeit« überhaupt, die Verknüpfung ihrer Teile, welche nichts 
als die Stufen des Ereignisses sind, nach Ursache und Wirkung, 
d. h. die Unvertauschbarkeit der Reihenfolge dieserXeile bezw. 
der Wahrnehmungen in der Synthesis. 

Denn soweit wir Wahrnehmungen, z. B. solche des Gesichtes, 
nicht in einem Blick aufnehmen können, erfolgen sie stets in 
einer Zeitfolge, welche durch den wechselnden Zustand un^ 
seres Bewußtseins gegeben ist. Kant sagt: »Die Zeit ist die 
Form des Anschauens unserer selbst und unseres inneren Zu^ 
Standes.« Insofern wird die Entscheidung, ob wir unsere ein^ 
ander stets ursächlich folgenden Wahrnehmungen (in den 
ersten Beispielen infolge einer Drehung um unsere Achse) 
von Gegenständen herleiten, welche gleichzeitig existieren 
oder nicht eben empirisch zu treffen sein, wie die beiden Bei« 
spiele zeigen. 

Baum, Berg, Haus und Turm werden als gleichzeitig exu 
stierend angesprochen, das schwimmende Boot, das springende 
Pferd, der treppensteigende Mann und die auffliegenden Rebi* 
hühner je in der wahrgenommenen Stellung aber nicht; ob« 
gleich letztere Reihe von Erscheinungen in sich nicht das Kenn« 
zeichen der Zeitfolge, ursächliche Verknüpfung, zeigt. Diese 
Zeitfolge gibt hier die Drehung des Beobachters. 

Und wenn wir schließlich, um zum Anfang zurückzukom« 
men, dem Stein eine Zeitdauer zuschreiben, so sagt auch das, 
wenn wir keine andere Vergleichssubstanz eines anderen Er« 
eignisses hinzuziehen, gar nichts, als daß wir die Gleichzeitig« 
keit des Steines mit der beharrlichen Substanz »Ich« unserer 
Beobachtung erkennen oder zu erkennen glauben. 
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Daher nun kann das, was einen Gegenstand als »zeitlich 
dauernd« kennzeichnet» nur die Unvertauschbarkeit der Syn^ 
thesis der Stufen dieser Dauer sein, sonst ist von Zeit, d. h. 
Ablauf eines Ereignisses, gar keine Rede. 

Ich habe als schwierigstes Beispiel absichtlich den unver^ 
änderlichen Stein gewählt. Nimmt man unter allen als Subjekt 
denkbaren Gegenständen andere, etwa Stunden, Tage, Vor« 
gänge, so wird ohne Umweg deutlich, weshalb eine Beschränk 
kung der allgemeinen Anzahlenlehre auf Gegenstände als zeit« 
lieh dauernde unmöglich ist. 

Man kann Stunden wohl zählen, eben als Gegenstände über« 
haupt, abgesehen von allem, was sich außer der Zählbarkeit 
von ihnen aussagen läßt. 

Will man aber eben das, was sie als zeitliche kennzeichnet, 
in Ansatz bringen, will man nicht einfach einen Tag mit 24 
Stunden zählen, sondern aussagen, daß er aus diesen 24 Stun« 
den »entsteht«, so ist die Gleichung 

a-f-b = b-j-a 
unmöglich imd damit die ganze Mathematik. Denn diese 
Gleichung sagt, daß alle gezählten Gegenstände als gleich« 
zeitig existierend gedacht werden, was der »Zeit« wohl so 
ziemlich zuwiderläuft 

Aber ich bitte hier und nirgends vor mir an analytische 
Geometrien, oder was sich sonst in der Form f (x y z u v. . .) = 
ausdrücken mag, zu denken. 

Die Zeit stellen wir uns z. B. vor durch das »Ziehen« einer 
Linie als einfachstes Bild einer Verändenmg (Bewegung) und 
ganz und gar nicht durch eine »gezogene« Linie. Die gezogene 
Linie b e steht ausTeilen, ist räumlich und teilbar. Das »Ziehen« 
läßt die Linie aus Teilen entstehen, ist aber durchaus nicht 
teilbar, wie kein Ereignis teilbar ist. 

Daß wir die Zeit gelegentlich durch eine Linie darstellen 
— nicht sie uns vorstellen — ist ein ander Ding, ist eben 
mathematisch oder geometrisch, wie wir noch sehen werden. 

Wie steht es nun mit allem, was einen Grad hat? Alles Ab« 
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und Zunehmen können wir uns nur als Veränderung, d. i. 
Zeitfolge vorstellen. Daher ist die Synthesis aller intensiven 
Größen, alles dessen, was einen Grad hat, was Gegenstand 
der Empfindung ist, an eine Reihenfolge gebunden und widere 
spricht der Gleichung 

a + b = b -f- a. 

Es bleibt also nichts übrig, als die Mathematik im weitesten 
Sinne auf dem Raumgesetz aufzubauen, welches ich kurz mit: 
»Alles Räumliche ist teilbare Größe« formuliert habe. 

Diesen Versuch wollen wir hier machen. 

Das Raumgesetz ist^ wie eingangs erwähnt, ein Teil jenes 
reinen Verstandesgesetzes, das Kant als Prinzip aller Axiome 
der Anschauungen bezeichnet, und welches lautet: »Alle An^ 
schauungen sind extensive Größen«. Es gilt daher a priori 
für jeden Gegenstand, der eine Anschauung im Raum enthält. 
Da das Wort Anschauung oline genaue Beherrschung der 
Kantschen Terminologie recht schwankend aufgefaßt werden 
kann, ziehe ich vor ohne jede Änderung des Sinnes zu sagen: 
Das Raumgesetz gilt daher a priori für jeden räumlichen 
Gegenstand. 

Jeder Gegenstand, den wir als räumlichen wahrnehmen oder 
durch die Einbildungskraft uns vorstellen, enthält außer seiner 
Räumlichkeit noch verschiedene andere Elemente, wenn ich 
so sagen darf, die durch das Raumgesetz gar nicht bezeichnet 
sind, also in unserer Wissenschaft ausfallen müssen, wenn 
anders sie durchgängige Gültigkeit haben soll. 

Eine derartige Erscheinung — um vorerst in der Termino^ 
logie Kants zu sprechen — kann nun neben der Anschauung 
im Räume und in der Zeit nichts enthalten als das Reale, was 
Gegenstand der Empfindung ist. Ich will mich in genau dem^ 
selben Sinne verstanden wissen, wenn ich sage: Die Erschein 
nung eines solchen Gegenstandes enthält außer einer räum^ 
liehen Ausdehnung (oder dem Nebeneinander seiner Teile) 
und einer Dauer nur Empfindungswerte. 

Von dem Unterschied dieser Empfindungswerte, d. h. von 
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allem, was wir über sie aussagen können, haben wir in der all« 
gemeinen Anzahlenlehre abgesehen. Die Ergebnisse waren 
richtig, wie immer sich die Gegenstände bezüglich ihres Emp« 
findungsinhaltes voneinander unterscheiden mochten. 

Wenn wir aber nunmehr das Raumgesetz in Betracht ziehen, 
unserere V(^ssenschaft auf räumliche Gegenstände beschränk 
ken, sehen wir sofort, daß wir so nicht zum Ziele kommen. 

Unser Stein ist als räumlicher Gegenstand ein andererbei 
0^ oder 180^ C Temperatur. Er ist räumlich ein anderer je nach 
dem Druck, der auf ihm lastet. Neuerdings hören wir, daß er 
auch ein annderer ist je nach der Geschwindigkeit, mit welcher 
er sich bewegt. 

Und ist diese neueste Entdeckung die letzte ? Ist es gewiß, 
daß die Farbe oder dies oder das oder jenes ohne Einfluß ist? 
Des Einflusses von Gestern Heute und Morgen, der Zeit, gar 
nicht zu denken. 

Was ich also von einem Gegenstand als räumlich wahrnehme 
barem aussage, ist gar nicht unabhängig davon richtig, wie 
immer seine Empfindungsinhalte sind. 

Aber Empfingungswerte können wir auf abnehmend 
denken, wir können von ihnen abstrahieren wie ich zu Ein« 
gang des vorigen Hauptstückes ausgeführt habe und zwar 
auf Grund einer Erkenntnis a priori, des Gesetzes der Wahr^ 
nehmungen. 

Genauer gesagt: wir können die Unterschiede zwischen 
gleichartigen Empfindungswerten auf abnehmen lassen, von 
diesen Unterschieden abstrahieren, eine Bemerkung, deren 
Eröterung hier zu weit ab führen würde. 

Da wir diese Abstraktion auf Grund einer Erkenntnis a pri« 
ori vornehmen, können wir dadurch nie mit anderen reinen 
Elementen unseres Erkenntnisvermögens in Widerspruch ge^ 
raten. Was wir vielmehr von einem durch solche Abstraktion 
vereinfachten Gegenstande aussagen, wird immer wieder auf 
den wahren Erfahrungsgegenstand, in unserem Falle auf jeden 
räumlichen Gegenstand, passen, wenn wir bei Anwendung 
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des Gewonnenen auf den Erfahningsgegenstand das Gesetz 
der Gradualitat aller Empfindungs werte nicht übersehen. 

Es war bereits in dem Beispiel des freien Falls unter Ab^ 
straktion vom Luftwiderstand davon die Rede, daß wir ein^ 
zelne solche Abstraktionen auch in anderen "Wissenschaften 
gebrauchen. 

Es ist allerdings kein Zweifel« daß es in unserer Absicht 
liegt, das empirisch Räumliche alles Materiellen zu entkleiden, 
denn wenn ich von seinem Aggregatzustand, seiner Festigkeit, 
Elastizität, Wärme, Farbe etc. abstrahiere, also von aller Sicht« 
barkeit und Fühlbarkeit, so bleibt gar nichts Materielles übrig. 

Und ich bin der Meinung, daß sich daran gar nichts ändert, 
wenn ich auch ausdrücklich sage, daß ich nur von demUnter« 
schied aller Empfindungs werte abstrahiere, nicht von diesen 
selbst. 

Denn ich glaube nicht an Materie sondern nur an die Not« 
wendigkeit eines Beharrlichen in aller Veränderung, welches 
wir Materie nennen. Mit allem Unterschied zwischen Empfin« 
dungswerten hört alle Veränderung und alle Veränderlichkeit, 
alle kinetische und alle potentielle Energie, alle Wirkung 
und alle Ursache auf. Ich kann nicht sehen, welchen Sinn das 
Wort Materie dann noch hätte. 

Es ist auch klar, daß der hier entwickelte Weg eben jener 
ist, welcher Kant zu dem Schlüsse führte, der Raum sei An« 
schauungsform a priori, die also eine Erfahrung überhaupt 
erst ermöglicht, an sich jedoch als bloße Form gar keine Vor« 
Stellung und Nichts. 

Aber der Weg selbst führt nicht zu diesem Nichts der bloßen 
Form selbst, sondern nur zu dem dieser unmittelbar gemäßen 
Teil der Erscheinung. Zur Erkenntnis der bloßen Form führte 
erst der Schluß. 

Denn was wir durch Abstraktion von allen Empfindungswer« 
ten eines räumlichen Gegenstandes erhalten, bleibt vorstellbar 
durch die Existenz der ihn umgebenden Gegenstände und das 
gilt, so viele wir von diesen letzteren auch in unser Verfahren 
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einbeziehen mögen, also regulativ unendlich, da wir in der so 
fortschreitenden Synthesis nirgends auf einen absoluten letz^ 
ten Schritt stoßen. Wenn wir daher den ganzen Erfahrungsraum 
unter solcher Abstraktion von allen Empfindungswerten be« 
trachten, so können wir dennoch sicher sein, nicht ein Nichts, 
wie es die bloße Anschauungsform wäre, zu erörtern. Man 
könnte wohl sagen, daß wir mit der Ausdehnung unseres ent^ 
leerten Raumes regulativ um einen Schritt hinter der des er^ 
füllten' zurückbleiben, wenn wir ihn nur durch das um^ 
gebende Materielle vorstellbar machen können. Da wir aber 
damit in Regionen kommen, von welchen uns für beide Fälle 
nichts gegeben ist als die Regel der unbegrenzten Reihe, spielt 
eine solche scheinbare Gründlichkeit keine Rolle. 

Ich habe es nun bereits mit drei Bedeutungen des Wortes 
Raum zu tun, die ich im weiteren grundsätzlich wie folgt zu 
unterscheiden denke: 

1. Raum als Anschauungsform in Sinne Kants — Raum^ 
form. 

2. Raum im Sinne des gewöhnlichen Lebens, so wie wir 
ihn irgendwie wahrnehmen, der Schauplatz unserer 
Erfahrungen — Erfahrungsraum. 

3. Raum als Erfahrungsraum unter Abstraktion von allen 
Empfindungswerten, d. h. im Stile Kants gesprochen, 
die reine Anschauung des Erfahrungsraumes — 

, Araum. 

Bevor wir zur speziellen Anzahlenlehre des Araums über* 
gehen, müssen wir vor allem untersuchen, was sich von ihm 
a priori aussagen läßt. 

Das erste gibt das Raumgesetz selbst an : der Araum als In^ 
begriff alles Räumlichen ist teilbar. 

Und hier greift sofort das regulative Prinzip ein. Jeder Teil 
des Araums ist selbst nichts als Räumliches, steht daher unter 
dem Raumgesetz und ist wiederum teilbar. Hieran ändert sich 
nichts, soweit ich auch mit der Teilung fortschreite, denn die 
Empfindungswerte, welche die Teilbarkeit eines materiellen 
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Gegenstandes schließlich begrenzen« kommen für den Araum* 
teil nicht in Betracht gemäß seiner Definition. Man muß daher 
die unbegrenzte Teilbarkeit des Araumes fordern. 

Diese unbegrenzte Teilung kann, eben weil sie unendlich 
ist, niemals zu Ende geführt werden und daher auch ihr Re^ 
sultat, der unendlich kleinste Raumteil niemals gegeben wer^ 
den. Denn ihn geben hieße eben die Reihe vollenden. 

Dieser kleinste Araumteil, den ich Apunkt oder kurz Punkt 
nennen will, ist daher nur durch die Regel der unbegrenzten 
Teilbarkeit des Araumes, also nur regulativ gegeben. Er kann 
daher auch ntu: regulativ gebraucht werden, d. h. als Schritt 
einer unendlichen Reihe, nie konstitutiv, d.h. als etwas an sich 
Bestehendes. 

Das regulative Prinzip zwingt uns femer, den Araum als 
Ganzes als unbegrenzt zu betrachten. ^Wir bezeichnen ihn da^ 
her als unendlich. Es bedarf wohl keiner weiteren Ausein^ 
andersetzung darüber, daß auch diese Unendlichkeit nur re^ 
gulativen, niemals konstitutiven Wert haben könne, da sie 
nur durch die Regel einer unbegrenzten Reihe, nicht durch die 
Vollendung derselben gedacht wird. 

In diesem wohl beachteten Sinne der regulativen Bedeutung 
des unendlich Großen und Kleinen können wir demnach 
sagen : der Araum ist unendlich und besteht aus Punkten. 

Es ist für uns ein sehr mißlicher Ausdruck, zu sagen, daß 
der Araum von Punkten erfüllt sei, denn darnach sollte man 
schließen, daß die Punkte etwas ganz anderes seien als die 
Teile des Raumes. Den Punktbegri£F der analytischen Geo^ 
metrie möge man vorläufig überhaupt beiseite lassen. 

Das regulative Prinzip zwingt uns femer die Vorstellung 
auf, daß die Punkte ununterscheidbar gleich seien. Denn wir 
denken einen Punkt nur durch die Regel der unbegrenzten 
Teilung des Araumes. In dieser Regel ist aber nichts enthalten, 
was einen Unterschied zwischen den Punkten denkbar machen 
würde, es sei denn daß die Teilung in einem Falle nicht so 
weit ginge wie im anderen, was aber der Regel widerspricht. 
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Festzuhalten ist nur daran« daß von einem Unterschied durch 
Empfindungswerte im Araum nicht die Rede ist. 

Greifen wir in der Terminologie dem augenblicklichen 
Stande unserer Betrachtung etwas vor« so könnte ich sagen : 
Araumteile können sich nur durch ihre Größe oder ihre Ge# 
stalt voneinander unterscheiden. Das erstere aber ist Punkte 
zahl, das letztere Punktanordnung und somit für den einzelnen 
Punkt nicht brauchbar. 

Manche sagen, der Raum sei stetig von Punkten erfüllt, 
oder ähnlich. Wir können auch den Araum stetig nennen, wo$ 
mit wir einen Gedanken aussprechen wollen, der sich viel« 
leicht am besten in die Worte kleiden laßt: der Araum ist ste« 
tig teilbar, d. h. die Teilung erfolgt sozusagen nicht nach einem 
vorgezeichneten Muster oder Korn. Denn ein unvollendbares 
Muster ist kein solches. 

Sinnlos wäre es, wenn man »Stetigkeit« als Gegensatz zu 
einer Unterbrechung aufiFassen, also, grob ausgedrückt, fest« 
stellen wollte, daß der Araum keine Löcher habe. Denn was 
sollte man sich unter einer Unterbrechung des Araumes den« 
ken, die selbst nicht Araum, also gewiß kein Loch wäre? Nichts 
oder ein Gespenst und ein ganz bösartiges obendrein, da es 
die reine Anschauungsform verleugnen müßte. 

Diese scheinbar unnötig karrikierte Auslassung läßt sofort 
klar erkennen, daß alle Araumteile gleichzeitig bestehen müs« 
sen. Denn fehlte zu irgendeiner Zeit nur ein Teil desAraumes, 
so hätten wir eben das gespenstische Loch, das sich mit keinem 
Schein von Wissenschaftlichkeit benennen läßt 

Aus dieser Gleichzeitigkeit aller Araumteile folgt, daß die 
Dauer aller gleich sein muß, sodaß der Araum regulativ un« 
begrenzte Dauer haben sollte. 

Aber dieser Schluß hat für uns hier nur ganz nebensäch« 
liehe Bedeutung. Er dient nur zur Begleichung einer bisher 
ofiFenen Schuld. Ich sagte oben nämlich, daß die Erscheinung 
eines räumlichen Gegenstandes außer einer räumlichen Aus« 
dehnung und einer Dauer nur Empfindungswerte enthalte. 
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Der Letzteren haben wir uns durch Abstraktion entledigt, 
nun zeigt es sieht, daß damit auch die spezifische Dauer des 
materiellen räumlichen Gegenstandes sich verflüchtigt hat. 

Wenn aber alle Araumteile gleichzeitig existieren, können 
sie nicht nach Ursache und Folge miteinander verknüpft sein 
und müssen somit unverändert beharren. Der Araum bezw. 
seine Teile sind somit die Substanz der Wissenschaft, deren 
Grundlage wir hier entwickeln wollen. 

Ich bin hier absichtlich einen etwas anderen Weg als im vo# 
rigen Hauptstück gegangen, nämlich einfach von der hier leicht 
einsehbaren Gleichzeitigkeit zur Beharrlichkeit. 

Man kann sich aber von der Notwendigkeit dessen, daß 
die Araumteile die beharrliche Substanz dieser Wissenschaft 
sein müssen, damit sie überhaupt möglich sei, auch auf die 
gleiche Weise, wie es im vorigen Hauptstück für Anzahlen 
geschehen ist, überzeugen. 

Irgendein materieller räumlicher Gegenstand kann seine 
Ausgedehntheit ändern, z. B. ein Quecksilberfaden infolge 
von Wärme. Die Substanz dieser Erfahnmg wäre etwa das 
Quecksilber. 

Ein Araumteil, welcher außer der Ausgedehntheit nichts 
enthält, da von allen Empfindungswierten abstrahiert wurde, 
kann diese Ausgedehntheit, also alles, was er ist, nicht ändern. 
Ich kann wechselnd verschiedene Araumteile betrachten, daß 
aber der eine eine Veränderung des anderen sei, ist nicht vor^ 
stellbar, weil mir alle Verknüpfung nach Ursache und Folge, 
welche allein einen Wechsel zur Veränderung stempelt, fehlt. 

Und denken wir an die regulativ kleinsten Teile eines soU 
chen Araumteiles. Wie verhalten sie sich bei einer Änderung 
des letztereren? Ändert sich ihre Anzahl? Creatio ex nihilo. 
Ändert sich die Punktausdehnung? Widerspruch gegen 
seine Regel, d. h. alles was er ist. 

Mit einem Schein von Gründlichkeit kann man sagen : Es 
ist nicht zu behaupten, daß meine Vorstellung von einem 
Araumteil gleichbleibend ist, daß ich ihn mir nicht ohne es 
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zu wissen und wissen zu können bald großer, bald kleiner 
vorstelle. 

Das ist gewiß richtig. Aber meine Vorstellung von einem 
Araumteil ist stets die eines materiellen Gegenstandes und die 
Vorstellung einer Änderung stets die einer Änderung dieses 
Materiellen von dem wir abstrahiert haben. Mehr: von dem 
wir wieder abstrahieren müssen, um überhaupt von der er^ 
wähnten Möglichkeit der Änderung zu sprechen. Denn die 
Vorstellung der Änderung schließt die Vorstellung des Beharr«» 
liehen ein, oder was stellen wir uns unter dem Worte »anders« 
vor, ohne zwei Dinge, von denen das eine eben das unentrinn«» 
bare Beharrliche ist? 

Letzten Endes kommt es auch nicht auf die absolute Größe 
eines Raumteiles an, welcjie nur am unendlichen Araum, also 
gar nicht gemessen werden kann, sondern auf das Größen«» 
Verhältnis mindestens zweier Araumteile und der Satz der Be^ 
harrlichkeit hat streng genommen die Form: ist von 2 Araum^ 
teilen einer eine bestimmte Vielheit des anderen, so kann er 
nie eine andere Vielheit des letzteren werden oder gewesen 
sein. 

Es gilt nun zu untersuchen, ob die Anzahlenlehre durch die 
Beschränkung auf den Araum beziehungsweise dessen Teile 
Besonderheiten gegenüber ihrer allgemeinen Form erhält. 

Da Araumteile als Subjekt denkbare Gegenstände sind, kön^ 
nen wir sie natürlich ohne weiteres zählen, ohne uns dabei um 
ihre sonstigen gegenseitigen Verhältnisse zu kümmern. Wir 
können einen Araumteil A und drei andere, welche selbst vieU 
leicht Teile des ersteren sind, zählen als vier Einheiten. Aber 
auf diese Weise bringen wir keine Besonderheit in die An^ 
zahlenlehre. 

Wir müssen also das Wesentliche des Raumgesetzes, die 
Teilbarheit des Araumes und jedes seiner Teile, zu Wort 
kommen lassen. Und da sehen wir denn, daß wir im Araum 
der Regel nach eine absolute Einheit besitzen, nämlich den 
Funkt, und daß diese Funkteinheiten nicht nur der Anzahl 
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nach» sondern überhaupt in jeder Beziehung untereinander 
gleich sind. 

Aber diese absolute Einheit ist, wie gesagt, ntu: regulativ 
gegeben, daher konstitutiv selbst nicht brauchbar. Wohl ist 
dies aber die Regel, welche dahin führt, das heißt, wir müs^ 
sen die Möglichkeit endlicher Araumteile gleicher, obschon 
unendlicher Punktzahl anerkennen. 

Somit können wir das Wesentliche des Raumgesetzes in 
der Anzahlenlehre des Araumes dadurch zum Ausdruck brin« 
gen, daß wir nicht Araumteile schlechthin, sondern gleiche 
endliche Araumteile als die Einheit wählen, welche zwar aus 
unendlich vielen Punkten, jedoch der Regel nach aus gleich 
vielen bestehend zu denken sind. 

Die spezielle Anzahlenlehre des Araumes unterscheidet sich 
von der allgemeinen also dadurch, daß ihre Einheiten Teile 
des Araumes sind und stets regulativ aus gleich viel unterein« 
ander ununterscheidbar gleichen kleinsten Teilen bestehen. 
Wir sagen : die Einheiten sind gleich groß oder Araumteile 
sind nicht nur zählbar, sondern meßbar. 

Daß die Worte »gleich« und »meßbar« im weiteren Gange 
der Mathematik auch noch ganz andere Begri£Fe umspannen, 
geht uns hier noch nichts an. 

Nenne ich einen Teil des Araumes als Punktzahl betrachtet 
eine Größe, so kann ich sagen : Die Anzahlenlehre des Araumes 
ist gekennzeichnet durch gleich große Einheiten. Demnach ist 
der Begriff der Größe nichts als der der Vielheit bezogen auf 
den Araum. 

Daher wollen wir diesen Zweig der Anzahlenlehre als 
»Größenlehre« bezeichnen. Diese wiederum bildet einen Teil 
einer »Araumlehre« und ist auf keinen anderen Gegenstand 
als auf Araumteile anwendbar, also auf den Erfahrungsraum 
und seine Teile unter Abstraktion von allen Empfindungsi' 
werten. 

Die Einheit der Größenlehre ist an sich ihrer Größe nach 
nicht absolut bestimmt, da sie nur am unendlichen Araum 
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gemessen werden könnte. Nur ihre Endlichkeit ist gewiß, da 
sie sonst konstitutiv nicht brauchbar wäre. Dies genügt jedoch, 
um sie als unbegrenzt teilbar und unbegrenzt vervielfachbar 
in allgemeingültiger Weise einer Wissenschaft zugrunde zu 
legen, auf welche die Grundgleichungen der Anzahlenlehre 
mit allen Folgerungen anwendbar sind, also 

1-1 

und a 4" b =» b + a. 

Der Sinn der ersteren Gleichung geht hierbei allerdings über 
den der allgemeinen Anzahlenlehre hinaus, denn jetzt ist tat^ 
sächlich eine Gleichheit der Einheiten ihrer Größe nach, d. h, 
nach der Regel ihrer unendlichen Teilbarkeit, inbegriffen. 

Da überdies die Besonderheit der Teilbarkeit der Einheit 
in diesen Grundgleichungen nicht zum Ausdruck kommt, 
wäre vielleicht zu überlegen, ob man nicht zur Kennzeichnung 
beider nur dem Araum zukommenden Eigenschaften anstelle 
dieser Gleichung lieber eine andere einsetzen sollte, etwa in 
der Form 

1 = 1 
n n 

worin n größer als 1 sein kann. Diese Gleichung wäre spezi* 
fisch räumlich, da sie mit n größer als 1 für Anzahlen schlecht« 
hin, wenigstens a priori, keinen Sinn hätte. 

Weitere sogenannte Axiome scheinen auch hier überflüssig. 
Der Satz: »Das Ganze ist größer als der Teil«, ist nach 
dem Gesagten ganz offenbar nur eine Definition des Wortes 
»größer«. 

Der Satz: »Zwei Größen einer dritten gleich, sind auch 
untereinander gleich«, bleibt ebenso wertlos, wie in der alU 
gemeinen Anzahlenlehre, da wir Größen eben als Anzahlen 
von Funkten betrachten. 

Betreffs der Benennung der Zahlen gilt natürlich das bereits 
bei der allgemeinen Anzahlenlehre Gesagte, nur tritt jetzt an<> 
stelle der beliebigen Gegenstände der Araumteil RT. Die 
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Gleichung hat also auf jeder Seite nur eine Benennung RT, 
allgemein geschrieben 

(a + b)RT=(c + d)RT. 

Es könnte die Frage sein, ob auch jene Zahlen, welche eine 
Anzahl von gegebenen oder gesuchten Summanden oder Fak« 
toren bedeuten als echte Brüche denkbar seien. 

Beachten wir, daß der Begri£Feines Summanden oder Faktors 
denjenigen der Gegenstande enthält, aus welchen er besteht, 
und ohne solche Gegenstande überhaupt nichts ist, so ist die 
Frage leicht zu bejahen. Ein Summand kann nichts sein, als 
eine Anzahl von Dingen im Allgemeinen, von Araumteilen 
im Besonderen. Sind diese teilbar, so ist es auch der Summand. 
Ein Faktor ist nur eine Anzahl Summanden, also auch mit 
diesen teilbar. 

Die Betrachtung läuft darauf hinaus, den Summand als 
eine Einheit aufzufassen, welche selbst eine Mehrheit oder 
ein Teil der Grundeinheit ist und als Araumteil teilbar blei^ 
ben muß. 

Hieraus folgt aber, daß auch Produkte usw. nur eine Be^ 
Zeichnung, nämlich RT, haben und die Vertauschbarkeit der 
Faktoren, also 

a. b. RT = b. a RT 

ist in der üblichen Weise durch Auflösung in einfache Sum^ 
mierung von Einheiten 1 RT nachweisbar. 

Äußerlich brachte also die Beschrankung der Anzahlenlehre 
auf den Araum nur eine Erweiterung durch die Teilbarkeit 
der Hnheit, also durch die Einführung der Brüche, denn in 
der Zahlensprache bleibt die Gleichheit der Einheiten ihrem 
ganzen Inhalte nach unausgedrückt. 

Es ist daher nicht verwunderlich, wenn wir beim Rechnen 
überhaupt, wo wir also die Benennung der Zahlen weg^ 
lassen, stets die in vieler Beziehung bequemere, eigentlich 
nur dem Araum angemessene Form mit teilbarer Einheit an^ 
wenden. 
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Daß wir so tatsächlich in einer gar nicht für jeden Gegen^ 
stand tauglichen Weise rechnen, macht sich auch im einzelnen 
Falle, sobald wir Gegenstande einsetzen, sofort bemerkbar. 

Hätte eine solche Rechnung etwa 0,0 1 ergeben und wir 
wollten dies Resultat nun auf einen vorgedachten Gegenstand, 
z. B. Witze, anwenden, so sehen wir sofort, daß damit ohne 
weiteres nichts anzufangen wäre. Ohne weiteres sage ich — 
denn irgendeine Deuttmg durch Multiplikation mit 100 zu 
finden, mag wohl angehen. Wir könnten so nicht mit Unrecht 
ermittelt haben, daß auf 100 Witze 1 guter komme, was aber 
nichts mit Teilbarkeit zu tun hat. 

Aber wenn man anerkennen will, daß diese und ähnliche 
Gegenstände wirklich nur als Anzahlen im allgemeinen Sinne 
behandelt werden können, so gibt es fraglos eine ganze Reihe 
andererGegenstände,die wir durchaus als teilbar zu betrachten 
gewöhnt sind, oder, wenn wir so sagen wollen, als meßbar 
und nicht nur zählbar, die wir also als Größen zu behandeln 
pflegen. 

Hierher gehören Temperaturen, Lichtstärken, vor allem das 
ganze technische kg»cm^sec«System, also Kräfte, Zeit und Ge^ 
schwindigkeiten usw. All das — sehen wir von der Zeit vor# 
läufig ab — sind Gegenstände der Empfindung. Sie sind also 
ntu: empirisch wahrnehmbar und wenn die Größenlehre in 
der Tat mit diesen etwas zu tun hätte, also mit ihrem Wesen 
notwendig verknüpft wäre, aus ihnen irgendwie entspränge, 
so wäre es nichts mit ihrer Allgemeingültigkeit und Noti* 
wendigkeit Wir müssen also schließen, daß diese Größen 
nur scheinbar solche, also nur scheinbar teilbar sind. Und in 
der Tat zeigt die nähere Betrachtung, welche bei diesen empi« 
rischen Gegenständen auch nur eine empirische Untersuchung 
von Fall zu Fall sein kann, soweit ich sehen kann, nirgends, 
daß wir mit den genannten Gegenständen selbst, d. h. so wie 
wir sie wahrnehmen, rechnen, sondern überall sind sie durch 
Räumliches vertreten, welches mit ihnen irgendwie empirisch 
verknüpft scheint 
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Betrachten wir z. B. die Kraft. Die Höhe einer Wassersäule, 
das Volumen eines Wasserwürfels liefert die Teilbarkeit. 
Oder die Temperatur. Sie wird ausgedrückt durch die teil« 
bare Lange eines Quecksilberfadens oder dergleichen. Selbst 
eine so primitive Rechenweise» wie die mit Lichtstärken, ge# 
winnt ihre teilbare Einheit nur durch einen Abstand von einer 
Lichtquelle. 

Eine besondere Stellung nimmt die Zeit ein, die Kant selbst 
als eine extensive Größe in gleichem Sinne wie den Raum 
bezeichnet. Ich habe bereits eingangs meine Bedenken hier^ 
gegen geltend gemacht. 

Weyl äußert sich in der Einleittmg zu seinen unter dem 
Titel »Raum*Zeit#Materic« in Buchform erschienenen Vor* 
lesungen über allgemeine Relativitätstheorie über die Frage 
der Behandlung der mathematischen Zeit wie folgt: 

»Um an die Zeit mathematische Begriffe heranbringen zu 
können, müssen wir die ideelle Möglichkeit in der Zeit ein 
streng punktuelles »Jetzt« zu setzen, die Aufweisbarkeit von 
Zeitpunkten zugeben. Von je zwei verschiedenen Zeitpunkten 
wird dann immer einer der frühere, der andere der spätere sein. 
— Je zwei Zeitpunkte A B, von denen A der friihere ist, be# 
grenzen eine Zeitstrecke — der Erlebnisgehalt, welcher die 
Zeitstrecke A B erfüllt, kann an sich, ohne irgendwie ein an# 
derer zu sein als er ist, in irgend eine andere Zeit fallen ; die 
Zeitstrecke, die er dort erfüllen würde, ist der Strecke A B 
gleich. In der Physik ergibt sich daraus für die Gleichheit von 
Zeitstrecken der objektiven Zeit unter Hinzuziehung des 
Kausalitätsprinzips das folgende objektive Kriterium. Kehrt 
ein vollständig isoliertes (keine Einwirkung von außen er^ 
fahrendes) physikalisches System einmal zu genau demselben 
Zustand zurück, in dem es sich in einem früheren Momente 
befand, so wiederholt sich von da ab die gleiche zeitliche Zu# 
Standsfolge und der Vorgang ist ein zyklischer. Ein solches 
System nennen wir allgemein eine Uhr. Jede Periode hat die 
gleiche Zeitdauer. Auf diese beiden Relationen »friiher^später« 
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und »gleich« stützt sich die mathematische Erfassung der Zeit 
durch das Messen — .« 

Ich meine dagegen, die mathematische Erfassung der Zeit 
stütze sich lediglich auf die physikalischen Uhren. 

Die vorstehende Definition derselben z^igt, wenn wir sie 
in unseren Stil übersetzen« folgendes. Es ist die Rede von 
einem physikalischen, also empirischen System, dessen Zustand 
sich ändert. Die Änderung erfolgt nach dem Kausalitätsprinzip 
als Wirkung einer Ursache an einem Beharrenden. Dadurch 
ist der Form einer Zeitfolge gewisser Dauer Genüge getan, 
welche selbst nur durch diese Zustandsänderung des Beharr» 
liehen wahrgenommen wird, also nichts an sich und ohne diese 
für ims ist. 

Macht das gleiche Beharrende dieselbe Zustandsänderung 
noch einmal durch, so daß Ursache und Vdrkungen empirisch 
gleich zu achten sind, so ist alles, woran wir die Dauer der 
Zeitfolge überhaupt wahrgenommen haben, gleich, und wir 
sagen daher, daß diese Zeitfolge oder Periode die gleiche Dauer 
habe wie die vorige. Damit können wir also diese Zeitfolgen 
als gleiche Einheiten zählen. Aber sehen wir nun weiter. 

Es gibt gewiß auf allen Gebieten der Physik zyklische Vor« 
gänge, also physikalische Uhren, chemische, optische, akustii* 
sehe, elektrische, mechanische usw. Es gibt darunter gewiß 
solche, bei denen jede Periode in sich noch viel größere Ver«* 
schiedenheiten bezüglich der Ursache und V^kungen auf« 
weist, als ein Pendel. Aber begnügen wir uns damit, die Frage 
der Teilbarkeit der Zeit am Pendel zu betrachten. 

Wie können wir dazu kommen, die Gleichheit von Teilen 
der Schwingungsdauer eines Pendels zu erkennen? Durch den 
Vergleich mit kürzeren Pendeln. Und weiter. Hier wie überall 
gilt, daß wir die Zeitfolge nur durch Veränderung wahrneh« 
men, die jederzeit das Reale, was Gegenstand der Empfindung 
ist, betrifft, also einen Grad hat. V(^ können demnach hier wie 
bei jeder physikalischen Uhr uns stets noch einen schnelleren 
Ablauf des zyklischen Vorganges vorstellen, als jeder wahr« 
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genommene oder wahrnehmbare ist. Aber es bleibt immer 
derselbe zyklische Vorgang» also hier die Pendelschwingung» 
die in sich stets ungleichartig ist, nämlich Änderungen der 
Ursache und der Wirkung enthält. Da wir in diesem Ver* 
halten keine Grenze denken können» ist die kleinste Einheit 
der Zeit immer noch ein zyklischer Vorgang» d. i. eine Zeiti' 
folge» die in sich nicht gleichartig» also nicht in gleiche Teile 
teilbar ist 

Die ideelle Möglichkeit» ein »punktuelles Jetzt« zu setzen» 
mag da sein — ich weiß nicht» was eine ideelle Möglichkeit ist. 
Aber eine regulative Gleichheit von »Zeitpunkten« ist nicht 
zu sehen» d. h. auf erkenntnistheoretischem oder philosophi* 
schem Wege ist die Zeit nicht mathematikgerecht zu machen. 
* Dag^en sage man »die Schwingungsdauer von Pendeln ist 
irgendwie proportional ihrer Länge«» und man hat genau» was 
man braucht» denn die Länge als Rätmiliches ist unbegrenzt 
teilbar. 

Es ist gleichgültig» ob es irgendwelche physikidische Uhren 
gibt» bei welchen diese empirische Verknüpfung der objek« 
tiven Zeit mit dem Rätmilichen weniger leicht zu finden ist. 
Wir haben von der Sanduhr mit ihrem teilbaren Volumen bis 
zum Präzisionschronometer ,mit seinem teilbaren Zeigerweg 
genug empirische Verknüpfungen zwischen Zeit und Raum» 
genug Möglichkeiten um mathematisch irgend eine Strecke» 
sie bedeute nun Weg oder Veränderungsreihe» mit einer Zeit* 
strecke — und hier erst gewinnt dieser Ausdruck Berechtigung 
— in ein Verhältnis zu setzen» trotz der Relation »früher* 
später«. 

Denn daß eben diese Relation aller Mathematik,allemMessen 
und aller Größe zuwiderläuft» ist ganz gewiß. Die mathemai* 
tische Erfassung der Zeit stützt sich nicht auf sie» sondern 
scheidet sie überhaupt aus. 

Ich sehe wohl» daß irgendwo die Punkte zweier Linien» in 
deren einer der Zeitablauf» in deren anderer irgendeine Ver# 
änderung vermathematisiert» verräumlicht oder erstarrt ist» 
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zueinander in einer bestimmten Reihenfolge in Beziehung 
stehen, nämlich in jener umkehrbaren Reihenfolge» welche 
der Synthesis der Linien entspricht Aber ich sehe nirgends» 
daß ein Punkt friiher oder später als ein anderer gegeben wäre 
und daß von dieser Relation irgend ein »mathematischer« 
Gebrauch gemacht würde. Ich sehe überall Zeitstrecken, nir» 
gends Zeitfolge. 

Wir »stellen die Zeitfolge uns durch eine ins Unendliche 
gehende Linie vor«, sagt auch Kant. Aber unsere Vorstellung 
ist so nicht ganz genau und für unseren Zweck nicht genau 
genug ausgedrückt. VTii stellen uns die Zeitfolge durch das 
»Ziehen« einer Linie vor, das heißt durch die einfachste über* 
sichtlichste Bewegung als dem Urbild einer Veränderung. 

Das, was von der Bewegung bleibt, der Weg, die gezogene 
Linie ist räumlich, ist mathematisch, Maßstab, auch Uhr, aber 
nicht Zeit Und nur dies mathematische, empirisch gewonnene 
Bild der Zeit ist nach Synthesis und extensiver Größe genau 
gleich dem Räume, denn es ist sein Teil. 

Also ist auch durch das Rechnen mit der Zeit die Behaup* 
tung nicht zu widerlegen, daß Mathematik Araumlehre sei. 

Und die Tatsache, welche wohl zu beachten ist, ist diese, 
daß die Kantsche Erkenntnistheorie voraussagt, daß nur der 
Araum und seine Teile Gegenstand der Mathematik, abgesehen 
von der Arithmetik ganzer Zahlen, sein könne. Daß Kant 
selbst diese Folgerung nicht gezogen hat, tut gar nichts zur 
Sache. 

-Unbeschadet des wohlbewährten kg^cm^sec^Systems, kön« 
nen wir also in höherem Sinne sagen, daß all unser Rechnen 
nach einem cm °* System arbeitet 

Dies führt mich auf eine andere Anmerkung, welche die 
einheitliche Benennung der Zahlen in der Größenlehre be* 
trifft. Ich greife auch hier wie mit dem Vorigen etwas vor, 
möchte aber einen etwa auftauchenden Einwand sofort be# 
seitigen. 

Ich sagte, daß wir mit einer einheitlichen Einheit RT, welche 
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die einzige gleiche Benennung beider Seiten jeder Gleichung 
sein müsse, rechnen. Unser kg^cm^sec^ oder cm °# System 
scheint dem vielfach zu widersprechen» wie das einfache, rein 
geometrische Beispiel der Flächenberechnung 

a cm. b cm B" a b cm ' 
schon zeigt 

Noch deutlicher wird dies, wenn wir z. B. eine Arbeit, also 

Kraft X Weg rechnen, 

a kg. b cm ea ab kgcm 

abgesehen davon, ob kg nun als Druckhöhe (cm) oder als 

Volumen (cm ') erscheint. Aber wir müssen wohl nicht viel 

Worte darüber verlieren, daß wir es hier nur mit einer Schreib^ 

weise pro memoria zu tun haben und die Gleichungen im 

Grunde lauten: 

(a. b) cm ' «= abcm * 

oder (a. b) kgcm = abkgcm 

d. h. wir wissen, daß wir mit Flächen, Arbeiten oder der* 
gleichen rechnen, deren Anzahl in vielen Fällen entweder 
gemäß der Erfahrung oder gemäß der Abmachung gleich, in 
anderen Fällen proportional den Anzahlen anderer Araumteile 
sind. Wo eine solche empirische Festsetzung nicht vorausge« 
gangen ist, ist daher auch die scheinbare Multiplikation der 
Benennung ein Unding. 

Aber dies führe ich hier, wie gesagt, nur der Vollständi^eit 
wegen an, denn allein die Definition der Multiplikation ge* 
nügt, uns daran zu erinnern, daß man cm nicht cm «mal ak 
Summand setzen kann. 

Geheimnisvoll bleibt allerdings vorläufig noch die Tatsache, 
daß wir überhaupt verschiedene Arten von Raumeinheiten 
unterscheiden (cm, cm ^ cm ') von jenen höheren Potenzen 
ganz abgesehen. Dies Geheimnis bleibt noch zu lüften. Wir 
stießen darauf auch nur durch eine, wie gesagt, teilweise vor« 
greifende Nebenbetrachtung, denn soweit wir den Araum 
bisher zergliedert hatten, um seine besondere Anzahlenlehre 
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zu entwickeln» war auf einen derartigen Unterschied unter 
Araumteilen a priori nicht zu schließen. 

Bevor ich jedoch zu den Untersuchungen übergehe, welche 
uns hierüber Aufschluß geben sollen, mochte ich darauf auf« 
merksam gemacht haben, daß auch die Größenlehre nicht zu 
einer Unterscheidung von positiven und negativen Anzahlen 
oder was es nun sei, führen kann. Denn das einzig Neue gegen« 
über der allgemeinen Anzahlenlehre war die Teilbarkeit der 
Einheit und diese führt wohl bis an heran in der Regel des 
unendlich kleinen Teiles, nicht aber unter 0. 

Enthalten dag^en ist in diesem Neuen die Erscheinung der 
irrationalen Zahlen und inkommensurablen Größen. 

Eine Größe a bt eine PunktzahL Der Regel nach muß is 

eine Größe b geben, welche eine endliche Punktzahl mehr 

enthält als a. Da eine endliche Punktzahl aber nur durch 

eine unvollendbare Teilung vorgestellt werden kann, wird 

b 

— =s 1,0000 mit einer un vollendbaren Nullenreihe, an 
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deren unerreichbarem Ende regulativ einige »Unendlichstel« 
stehen. 

a und b sind Beispiele inkommensurabler Größen, ihr 
Quotient ein Beispiel einer irrationalen ZsihL Beiden Begri£Fen 
entspricht also im Araum eine ganz klare Vorstellung. 

Weiter ak bis zu gebrochenen positiven Zahlen kann die 
reine Größenlehre, welche nur von der regulativen Punktzahl 
ausgeht, überhaupt nicht kommen. Erst die Betrachttmg der 
regulativen Punktanordnung birgt ^weitere mathematische 
Möglichkeiten. 

Das heißt also : ohne Geometrie gäbe es nur eine Arithmetik 
positiver teilbarer Zahlen. 
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III. HAUPTSTÜCK 



DIE GESTALTENLEHRE 

Der Raum ist Anschauungsform des äußeren Sinnes« d. h. 
wir ordnen alle Gegenstande des letzteren gemäß dieser 
Form. Dieses Ordnen findet seinen sprachlichen Ausdruck in 
Worten wie: »nebeneinanderliegen, begrenzen« einschließen« 
etc. kurz in Worten, welche den allgemeinen Begriff der Lage 
oder der räumlichen Anordnung der Gegenstände unterein^ 
ander ausdrücken. 

Wenn ich daher sage, daß Araumteile eine gewisse Lage 
gegeneinander, eine gewisse Anordnung untereinander haben, 
so spreche ich damit nur aus, was in der Raumanschauung 
überhaupt bereits enthalten ist, ihr inhäriert. Es kann daher 
gar nicht die Frage sein, ob Araumteile eine gewisse Lage 
gegeneinander haben können, da wir sie überhaupt nur durch 
diese Lage als räumlich denken, vielmehr müssen wir, daß es 
so sei, als ein Urteil a priori bezeichnen. 

Wohlaberkönnen wir fragen, wiedieAnordnungderAraum^ 
teile untereinander sein kann und ob es überhaupt möglich 
ist, hierfür Gesetze a priori aufzustellen, also einen Araumteil 
durch die Anordnung seiner Teile besonders zu kennzeichnen, 
letzten Endes mithin durch die Regel der Anordntmg seiner 
kleinsten Teile, der Punkte. 

Wir nannten einen Araumteil als Punktzahl aufgefaßt eine 
Größe. Als Punktanordnung betrachtet wollen wir ihn eine 
Gestalt nennen. Ich würde gerne sagen »eine mathematische 
Gestalt« und würde damit genau die Wahrheit treffen. Aber 
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da ich selbst das Wort »mathematisch« wegen seines Vor« 
lebens meide, mag es hier nur andeutungsweise erwähnt sein. 

Die Wissenschaft, welche sich mit diesen Gestalten beschaff 
tigt, nenne ich Gestaltenlehre. Es ist wohl zu beachten, daß 
diese Lehre der Gestalten einzig auf denselben reinen Erkennt« 
niselementen beruhen soll, welche ich bereits der Größenlehre 
zugrunde gelegt habe. Sie betri£Ft daher nur denselben Araum 
wie jene. 

Auch hier würde es sich also gut machen, den Araum als 
»mathematischen Raum« schlechthin zu bezeichnen, um seine 
Identität mit dem geometrischen Raum oder mit geometrischen 
Räumen zu betonen. Aber damit kommen wir schon in das 
Gebiet der vieldimensionalen oder vielchamäleonalen Worte, 
und es bleibe daher bei dieser schalkhaften Bemerkung. Denn 
es ist noch nicht Zeit, an f (x y z . . . . ) und alles, was dessen 
Geistes ist, zu denken. 

Die Gleichheit der reinen Grundlagen beider Zweige der 
größeren Gesamtwissenschaft »Aratunlehre« bürgt femer 
dafür, daß jede Größe eine Gestalt und jede Gestalt eine Größe 
sei und daß ich mit einer Untersuchung eines Araumteiles nur 
als Größe kein Ergebnis erhalten kann, das im Widerspruch 
zu einer Gestalt stünde und umgekehrt. Dabei mag es immer« 
hin sein, daß gleiche Größenverhältnisse für verschiedene Ge^ 
stalten gleicher Punktzahl, gleiche Gestaltungsgesetze für ver« 
schiedene Größen gleicher Punktanordnung gelten. 

Wenn ich also sage, ich will vorerst die Gestalten abgesehen 
von ihrer Größe betrachten, so wie im vorigen Hauptstück 
Größen abgesehen von ihrer Gestalt, so kann damit durchaus 
nicht gemeint sein, daß ich von der Größe abstrahiere, d. h. 
daß ich die Gestalten so betrachte, als hätten sie keine Größe. 
Ebensowenig muß ich bei solch einseitiger Betrachtung der 
Gestalten fürchten, mit irgend etwas, was sich über Größe 
sagen läßt, in Widerspruch zu geraten, da ich alle Schlüsse 
nur aus denselben Prämissen ziehe, die für die Erforschung 
der Größen maßgebend waren. 

58 



Das Substrat der Zeit, also die beharrliche Substanz, kann 
in diesem Zweig der Araumlehre daher auch nichts anderes 
sein, als was wir im vorigen Hauptstück für die Größehlehre 
als das Beharrliche erkannten, d. h. der Araum und seine Teile 
selbst 

Es könnte nun allerdings auf den ersten Blick erscheinen, 
als ob die Unveränderlichkeit der Araumteile nur ihre Größe 
als Punktzahl, nicht aber ihre Gestalt betreffen müsse. Man 
könnte zugeben, daß . eine Veränderung der Punktzahl, 
welche ein Entstehen von Punkten aus dem Nichts oder ein 
Verschwinden dahin bedeuten würde, unmöglich sei, daß auch 
eine Veränderung der Punktgröße, ein Aufschwellen oder 
Einschrumpfen, dem Begriffe des Punktes ganz zuwiderlaufe, 
und könnte doch eine Verschiebung der Punkte gegeneinander 
oder ganzer Gestalten im Araum für möglich halten. 

Aber betrachten wir das genauer. Eine Gestalt ist für ims 
ein Teil des Araumes, nicht etwas anderes, etwa Materielles im 
Araum, auch nicht etwas wie ein geometrischer Körper einer 
anderen Theorie. Daraus folgt vor allem, daß für uns Starrheit 
der Gestalt dasselbe ist wie Unverschiebbarkeit derselben als 
Ganzes. Das eine fordern, das andere verwehren istein Wider« 
Spruch in sich. Denn jede Gestalt als Ganzes ist Teil eines an« 
deren größeren Araumteils und Beweglichkeit dieser Gestalt 
ist Unstarrheit des letzteren, also auch des Araumes überhaupt. 
Umgekehrt ist Unstarrheit einer Gestalt nur Beweglichkeit 
ihrer Teile, letzten Endes der Punkte. 

Gesetzt nun, eine Gestalt werde bewegt. 

Durch eine Ursache — wie immer sie sei, wir sehen von ihr 
ab. Gut. 

In einer Zeitfolge — wie immer sie sei, wir sehen auch davon 
ab. Gewiß wir können von der Dauer dieser Zeitfolge absehen, 
also von der Geschwindigkeit der Bewegung. Aber wir dürfen 
uns nicht einbilden, daß wir von der zeitlichen Reihenfolge 
absehen könnten, denn das hieße eben, daß wir von der Zeit« 
folge nicht absehen, sondern abstrahieren, als wäre keine solche 
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vorhanden und alle Lagen des Bewegten gleichzeitig g^eben. 
Aber dann könnte man gar nicht mehr von Bewegung reden, 
denn ich wüßte nicht, was von allem zum Begri£F der Bewe^ 
gung gehörigem noch übrig wäre. 

Also in einer zeitlichen Reihenfolge bewegt sich die Gestalt 
oder der Araumteil dahin, wo vorher ein anderer war, da der 
Araum stetig ist. Und der andere nimmt vermutlich umgekehrt 
des ersteren Stelle ein, wahrscheinlich werden noch viele an^ 
dere mit in den Wirbel gezogen, ein Spiel ähnlich dem belieb« 
ten Kämmerchenvermieten. Geht aber ein geschlossener Hohl« 
körper auf Wanderschaft, so wird die Situation hoffitiungslos. 

Ich rede hier Unsinn, aber es ist ganz folgerichtig, wenn 
Araum, Gestalten und Punkte eben nur das Ganze und seine 
Teile sind. Dann ist der Unsinn nur zu beseitigen, wenn die 
Beweglichkeit, oder was dasselbe ist, die Veränderlichkeit der 
Gestalten aufhört, wenn eben diese also die beharrliche Sub« 
stanz der Gestaltenlehre bilden. Und das mußte sich auf diesem 
Wege zeigen, wie auf irgend einem anderen. Denn zu unserer 
Definition von Araum, Gestalten und Punkten kamen vrir 
durch Abstraktion von allen Empfindungswerten, also auch 
von Bewegung, und deren VPledereinfuhrung mußte uns in 
Widersprüche verwickeln. 

Der Araum und seine Teile sind die beharrliche Substanz 
der Aratunlehre, und ob wir sie als Größen« oder Gestalten« 
lehre behandeln ist gleichgültig. 

UnwillkürUch muß man immerhin hier schon an die vielen 
Geometrien denken, welche die Beweglichkeit ihrer Gestalten 
geradezu als Axiom voraussetzen, wie auch die Euklidische 
selbst. Man könnte daraus schließen, daß die Gestaltenlehre 
alle diese Geometrien nicht umfaßt, ja daß überhaupt meine 
Araumtheorie durch den unsinnigen Widerspruch, in den sie 
mich oben verwickelt hat, schon gerichtet sei. 

Aber ich hoffe im Gegenteil durch dies Buch die Erkennt« 
nis anzubahnen, daß es in keiner Geometrie bewegliche Ge« 
stalten gibt und geben kann, daß alle darauf zielenden Defi« 
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nitionen und Axiome leerer Schall sind, daß alle Geometrien 
Lehren von beharrlichen Gestalten sind und nur darum mathe« 
matisch behandelt werden können. Und mehr als das — daß 
alle Mathematik nur eben die Größenverhältnisse dieser be« 
harrlichen Gestalten darstellen, verfolgen und mit der ihr all« 
gemein nachgerühmten Unfehlbarkeit bestimmen kann. 

Aber vorerst wollen wir versuchen» aus den hier gefundenen 
obersten Prinzipien der Gestaltenlehre ein gleich ihnen allge« 
meingültiges und notwendiges System von Sätzen über Ge« 
stalten zu entwickeln, welches an Stelle der üblichen Axiome 
treten könnte. 

An der Spitze steht die Definition : eine Gestalt ist ein Teil 
des Araumes betrachtet hinsichtlich seiner Punktanordnung. 
Ober solche Gestalten läßt sich nun eine Reihe von Sätzen 
a priori d. h. lediglich durch reine synthetische Urteile aus den 
Elementen unseres Erkenntnisvermögens überhaupt ableiten. 

Satz 1 : Geometrische Gestalten sind unveränderlich in sich 
und unverschiebbar im Araum, jedoch kann dieselbe Gestalt 
überall im Araume liegen. 

Ober die Unveränderlichkeit und Unverschiebbarkeit spra« 
chen wir bereits. Der zweite Teil des Satzes will vor allem aus« 
drücken, daß einer Gestalt keine bestimmte Stelle im Araum 
schlechthin zugewiesen werden kann, da der Araum regulativ 
unendlich ist und das materielle Zentrum des beschauenden 
Ich mit allen anderen Empfindungswerten gestrichen wurde. 
Andererseits sagt der Satz auch, daß beliebig viele gleiche Ge« 
stalten im Araum möglich sein müssen, was eben, wenn wir 
jede derselben für sich betrachten, darauf hinausläuft, daß 
keiner für sich allein eine bestimmte Stelle im Araum zukommt. 

Eine Gestalt ist nämlich als Araumteil nichts als eine Aus« 
wähl von Punkten. Nun haben wir bereits im vorigen Haupt« 
stück gefunden, daß Punkte untereinander ganz gleich sind. 
Wir können aber der Regel der unendlichen Teilung ent« 
sprechend, wodurch allein Punkte überhaupt gegeben sind, 
auch keine Verschiedenheit in der Lage der Punkte unterein« 
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ander denken. Denn dies würde heißen, sich eine Verschieden« 
keit in der unendlichen also unvoUendbaren Teilung, d. h. eben 
die Vollendung derselben, vorstellen. Daher muß überall im 
Araum dieselbe Punktauswahl, also Gestalt, möglich sein. 
Dieser Begri£F der Gleichheit zweier Gestalten ist also eine 
notwendige Folge der UnUnterscheidbarkeit regulativ klein« 
ster Araumteile und der Unmeßbarkeit des regulativ unend« 
liehen Araumes. 

Satz 2: Der Punkt ist die Regel der unendlichen Teilbarkeit 
aller Gestalten. Man kann nicht von der Gestalt eines Punktes 
reden. 

Eine Gestalt wird gemäß der Difinition überhaupt nur durch 
die Anordnung ihrer Teile gedacht. Die Vorstellung von Teilen 
eines Punktes widerspricht seinem Begri£F. 

Satz 3: Eine Gestalt, die aus einer endlichen Punktzahl be« 
steht, ist unmöglich. 

Dieser Satz ist eigentlich nur ein Sonderfall eines aus dem 
regulativen Prinzip allgemein für unendliche Reihen folgen« 
den, den ich als »Paradoxon der unendlichen Reihen« bezeich« 
nen möchte. In einer unendlichen Reihe sind die Glieder, von 
welchen nur noch eine endliche Schrittzahl zur Vollendung 
führt, wohl der Regel nach enthalten, niemals aber als solche 
selbst Gegenstand einer möglichen Erfahrung. 

Man kann daher von solchen Gliedern nur aussagen, was 
in der Regel der Reihe enthalten ist, aber nichts, was ihrem 
endlichen Abstand von der Vollendung Rechnung trägt Denn 
eine endliche Schrittzahl ist vollendbar, und somit wäre die 
Vollendung der unendlichen Reihe selbst gegeben. 

In unserm besonderen Falle wäre aus einer Gestalt endlicher 
Punktzahl durch eine endliche Dekomposition der Punkt selbst 
zu gewinnen. 

Satz 4: Gestalten grenzen in Punkten aneinander, niemals 
können Punkte als aneinandergrenlend vorgestellt werden, 
es ^ei denn durch die Regel einer unendlichen Aneinander« 
reihung. 
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Durch diesen Satz findet die Stetigkeit des Raumes, wie man 
sieht, einen höheren Sinn. Man kann sagen, daß der verschieb 
deneEmpfindungsinhalt zweier Gegenstande z.B. eines Wasser« 
glases und des Wassers in demselben beide in sich begrenzt 
erscheinen läßt, so daß, was zum Glase gehört, streng getrennt 
ist von dem, was zum Wasser gehört. Die Grenze denken wir 
zwischen Glas und Wasser, weil die beiden von einander 
lösbar sind. 

Anders im Araum. Es kann kein »zwischen AraumteUen« 
geben, außer Araumteilen oder Nichts, und da das letztere das 
Unding schlechthin wäre, muß die Grenze in Punkten selbst 
vorgestellt werden, die also gleichermaßen zu beiden Araum« 
teilen gehörig erscheinen. Ein sehr grobes Bild kann vielleicht 
die Schlußfolgerung unterstützen, wenn man nämlich den 
Araum mit einem feinkörnigen Gefüge vergleicht, in dem das 
Korn um das halbe Korn versetzt gedacht werden kann, denn 
die unendliche Teilbarkeit des Araumes ist an kein bestimmtes 
Korn gebunden. Aber dies ist, wie gesagt, ein sehr grobes Ver« 
ständigungsmittel, denn es spricht vom halben Korn, was für 
ein Punktkom als unendlich kleinsten Teil keinen Sinn hat 

Klar heißt es : im Araum gibt es nichts als Araumteile und 
eine Grenze zwischen solchen ist daher Nichts. 

Ziehen wir die Folgerung hieraus auf das Verhältnis eines 
Punktes zu seinen der Regel nach vorhandenen Nachbarpunk« 
ten, so bedeutet das, daß ein Punkt in seinen Nachbarpunkten 
an den übrigen Raum grenzt oder daß alle Nachbarpunkte 
eines Punktes in diesem, dem Kernpunkt, aneinander grenzen. 

Es mag dahin gestellt sein, ob diese doppelte Betrachtungs« 
weise über das Verhältnis zwischen Kernpunkt und Nachbar« 
punktshüUe zwei Wege der ganzen Entwicklung von Gestal« 
tungsgesetzen eröflEnen könnte, die jedenfalls zu gleichen 
Resultaten führen müßten. Wix konnten es nach Satz 3 nicht 
anders erwarten, als daß der Schritt von den Nachbarpunkten 
zum einzelnen Punkte verschleiert ist. Nach der Regel der un« 
endlichen Teilbarkeit des Araumes aber muß dieser Schritt 
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als vorhanden in der unbegrenzten Dokomposition des End^ 
liehen gedacht werden. 

Wir können daher auf dem umgekehrten Weg der Synthesis 
einer endlichen Gestalt durch eine unendliche Aneinander^ 
reihung von Punkten mit Recht von Nachbarpunkten sprechen, 
als von einer Regel, »nach welcher Erfahrung diesem Gegen^ 
Stande angemessen angestellt und for^esetzt werden soll«. 

Und hierdurch ist ein Verfahren gegeben, die verschiedenen 
möglichen Hauptarten von Gestalten grundsatzlich zu kenn^ 
zeichnen, zu scheiden und wieder zu vereinigen. 

Satz 5: Gestaltungsgesetz des Araumes. 

Im Araume sind alle Nachbarpunkte jedes seiner Punkte 
enthalten. 

Man kann zwar den Araum nicht eigentlich als Gestalt be« 
zeichnen, da er vielmehr der Inbegriff aller Gestalt sein muß. 
Jedoch ist der obige Satz offenbar ein solcher über die Anord» 
nung der Punkte zueinander, wodurch eben eine Gestalt ge^ 
dacht wird, also ein Gestaltungsgesetz. Daß die diesem Satz, 
entsprechende Synthesis schlechterdings unvoUendbar sein 
muß, liegt bereits darin. 

Diejenige Gestalt jedoch, welche uns unmittelbar aus dem 
Erfahrungsraum nach Abstraktion von allen Empfindungs^ 
werten gegeben ist und deren Erweiterung gamäß dem regu^ 
lativen Prinzip überhaupt erst zum Gesamtaraum führt, ist der 
endliche Araumteil im Endlichen, Körper genannt, d. i. jener 
Erfahrungsgegenstand, mit dem überhaupt die Erkenntnis der 
Teilbarkeit anfangt, also in gleicher Weise Größen« wie Ge« 
staltenlehre. 

Es ist sofort klar, daß kein Teil des Araumes dem Satz 5 enU 
sprechen kann, denn alle Punkte, in welchen ein Araumteil 
an den übrigen Araum grenzt, müssen einen Teil ihrer Nach« 
barpunkte im letzteren haben, da nur so die Fortsetzung der 
Synthesis vom betrachteten Araumteil zum gesamten Araum 
durch die Regel der Aneinanderreihung weiterer Punkte mög« 
lieh ist. Dies gilt auch dann; wenn wir es mit einem selbst un« 
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endlichen Teil des Araumes zu tun haben« wie wir ihn z. B. 
durch eine einfache Zweiteilung des Araumes uns vorstellen 
mögen. 

Wix können daher auch einen solchen unendlichen Teil des 
Araumes unter das Gestaltungsgesetz der Körper einbeziehen 
und dies vorläufig so fassen: 

In einem Körper sind alle. Nachbarpunkte jedes seiner 
Punkte, sofern er kein Grenzptmkt ist, enthalten. 

In dieser vorlaufigen Form ist das Gesetz für die Grenz« 
punkte noch unvollständig, denn es fragt sich, wie viel Nach« 
barpunkte jedes ihrer Punkte die einen Körper begrenzende 
Gestalt enthält und wie diese Nachbarpunkte angeordnet sind. 

Vor allem ist einzusehen, daß die Punkte, in welchen ein 
Körper an den übrigen Araum grenzt, eine stetige Punktfolge 
bilden müssen. Eine Unterbrechung könnte nur durch Punkte 
erfolgen, die dann entweder zu dem Körper oder zu dem übri« 
gen Raum gehören müßten, also eben keine Grenzpunkte 
wären. 

Eine solche stetige Punktfolge, die wir Fläche nennen wollen, 
kann demnach, jedenfalls als Begrenzung eines Körpers im 
Endlichen, wirklich gegeben werden. 

Um uns über die Anzahl der Nachbarpunkte eines Punktes 
in einer Fläche Aufschluß zu verschaffen, müssen wir etwas 
weiter ausholen. 

Ich behaupte, daß jeder Punkt im Araume mindestens 4 
Nachbarpunkte haben muß. 

Die Nachbarpunkte eines Punktes müssen untereinander 
stetig oder »reihum« benachbart sein, da eine Unterbrechung 
dieser Nachbarschaft nur durch Punkte erfolgen könnte, die 
also dann selbst Nachbarpunkte des zuerst gedachten Punktes, 
des Kernpunktes, wären. 

Hätte also ein Punkt im Araum nur 3 Nachbarpunkte, so 
grenzte jeder von diesen an die beiden anderen und den Kem^ 
punkt, womit die Dreizahl der Nachbarpunkte erschöpft wäre, 
d. h. der Araum sollte nur aus diesen 4 Punkten bestehen, was 
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nicht sein kann. Daher hat ein Punkt im Araum mindestens 
4 Nachbarpunkte. 

Nun ist die einfachste Synthesis, nach deren Regel eine 
Gestalt als unendliche Punktzahl gedacht werden kann» die^ 
jenige, welche von Punkt zu Punkt so fortschreitet, daß der 
Synthesis nach ein Nachbarpunkt, in der Vollendung also 
zwei Nachbarpunkte, jedes ihrer Punkte (abgesehen von den 
Endpunkten) in dieser Gestalt enthalten sind. Ich nenne eine 
solche Gestalt eine Linie. 

Da jeder Punkt im Araum mindestens 4 Nachbarpunkte 
hat, ist die Möglichkeit nicht abzuweisen, daß in der Synthe« 
sis einer solchen Linie derselbe Punkt mehrmals erscheint, eine 
Oberlegung, die zur Unterscheidung von offenen, geschlosi* 
senen oder geschlungenen Linien fiihrt, ohne daß dies hier 
wohl umständlich dargestellt oder definiert werden muß. 

Demnach kann jedoch offenbar in einer Linie ein Punkt 
mehr als 3 Nachbarpunkte haben, ja, es ist vorlaufig nicht ein^ 
zusehen, weshalb nicht alle Nachbarpunkte eines Punktes in 
der Linie enthalten sein sollten, obgleich der Synthesis folgend 
nur je ein solcher Nachbarpunkt zur Hinzufugung kommt. 

Wir definieren die Linie am besten nach dem Gesetz ihrer 
Synthesis. 

Satz 6: Synthesis der Linie. 

Die Regel der Synthesis einer Linie ist die Auswahl je eines 
Nachbarpunktes jedes ihrer Punkte. 

Wix können vorläufig noch nicht behaupten, daß die so 
definierte Gestalt wesensverschieden von Fläche oder Körper 
sei, denn wie wir sehen, wäre es scheinbar möglich, daß eine 
solche Linie so oft durch einen, also auch jeden ihrer Punkte 
hindurchliefe, daß alle Nachbarpunkte oder so viele, als zum 
Gesetz der Fläche gehören mögen, in der Gestalt enthalten 
wären. 

Es mag auch noch zweifelhaft sein, ob eine so definierte 
Gestalt wirklich darstellbar ist. Die Möglichkeit kann aber 
vorläufig auch nicht abgelehnt werden, da die Gestalt durch 
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die Regel einer unendlichen Synthesis von Punkten gekenn« 
zeichnet wird. 

Ich nehme daher vorerst an, daß eine Linie uns wirklich 
und nicht nur der Regel nach gegeben werden kann und ziehe 
die Folgerungen hieraus. 

Satz 7: Der Synthesis nach aufeinanderfolgende Teile einer 
Linie greaten in einem Punkt aneinander. 

Dies folgt ohne weiteres aus Satz 6. 

Satz 8: Als Endpunkt eines Linienstückes kann ein Punkt 
wirklich gegeben oder vorgestellt werden. 

Wenn gemäß der Annahme eine Linie wirklich gegeben ist, . 
sei es, daß sie selbst endlich ist, oder doch im Endlichen end« 
liehe Teile habe, so ist jeder endliche Teil derselben und somit 
dessen Grenzpunkte auch gegeben. 

Satz 9: Durch eine Linie können nach ihrer Lage zueinander 
nur solche ihrer Punkte als gegeben vorgestellt werden, die 
voneinander durch endliche Linienstücke, d. h. solche unend« 
lieber Punktzahl, getrennt sind. 

Anzunehmen, daß in einer Linie zwei Punkte nach ihrer 
Lage zueinander gegeben wären, die eine endliche Punktzahl 
voneinander getrennt sind, hieße, sich eine Linie endlicher 
Punktzahlen vorstellen, was nach Satz 3 unmöglich ist. Daß 
regulativ (nämlich in der Linie) alle Punkte ihrer Lage nach 
gegeben sind, bleibt dadurch unberührt. Sie sind jedoch nicht 
»gleichzeitig« konstitutiv brauchbar. Dies einfachere Wort 
»gleichzeitig« statt »nach ihrer Lage zueinander« ist nicht so 
zu verstehen, daß solche Punkte nicht gleichzeitig existieren, 
sondern will sagen, daß man keine konstitutiv giltige Beziehung 
zischen ihnen aufstellen kann. 

Satz iO: Jeder Punkt im Araum hat unendlich viele Nach« 
barpunkte. 

Denken wir uns zwei Linien, 1^ und Ij, welche durch einen 
Punkt A gehen. Ein Nachbarpunkt von A in 1^ sei N^, ein 
solcher in l, seiNa. Durchjede der beiden Linien ist jederzeit 
irgend einer ihrer Punkte gegeben, also auch N^ bezw. N^. 
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Nun ist es zwar dann nicht möglich, sich ihre Beziehung zu 
A als ihrem Nachbarpunkt vorzustellen, d. h. diesen gleich^ 
zeitig als wirklich zu betrachten, da dies dem Satz 9 widere 
sprechen wurde. Abgesehen aber von diesem 3 punktigen 
Linienzug N^ A N,» welcher also nach der Regel der beiden 
Linien l^ und l^ wohl vorhanden sein muß, an sich jedoch 
gar kein Gegenstand möglicher Erfahrung ist, müssen irgend 
2 Punkte der beiden Linien 1^ und l, als gleichzeitig vorstelle 
bar den bisher gefundenen Sätzen entsprechen, also auch dem 
Satz 3. Zwei solche Punkte dürfen also nicht als Endpunkte 
einer Linie endlicher Punktzahl erscheinen, d. h. auch zwischen 
Nx und Ng darf eine solche nicht möglich sein. Somit muß A 
im Araum unendlich viele Nachbarpunkte haben. 

5a/z 1 1 : Folgen in einer Linie die Punkte ABC unmittel« 
bar aufeinander, so gibt es zwischen A und C keine andere 
Linie endlicher Punktzahl. 

Dies ist eigentlich nur Satz 10 in einer anders eingestellten 
Fassung. Ich kann nämlich zwei Teile der Linie 1^ und lg als 
eine Linie au£Eassen, sadaß N^ jetzt durch B, N, und C ersetzt 
wird« 

Satz 12: Jede beliebige Linie zwischen irgend zwei Punkten 
einer Linie besteht aus unendlich viel Punkten. 

Wäre dies nicht der Fall, so wäre durch die beiden als 
Endpunkte eines Linienstückes vorgestellten Punkte eine 
Linie endlicher Punktzahl gegeben. Dies ist unmöglich nach 
Satz 3. 

Satz 13: Eine Gestalt, welche aus einer Linie und einzelnen 
nicht in dieser liegenden Nachbarpunkten einzelner ihrer 
Punkte bestünde, ist unmöglich. 

Denn da jeder Punkt der Linie als gegeben zu betrachten 
ist, träfe dies auch auf einen solchen zu, der mit seinem außer 
dem Gesetz der Linie gegebenen Nachbarpunkte eine Gestalt 
endlicher Punktzahl bilden würde. 

Satz 14: Jede beliebige Linie zwischen irgend zwei Punkten 
zweier Linien besteht aus unendlich vielen Punkten. 
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Man kann die endlichen Stücke der beiden Linien» in welchen 
die betrachteten Punkte liegen, als Teile einer einzigen Linie 
auffassen, durch Verbindung zweier Endpunkte und kommt 
so auf Satz 12. 

Satz i5:Zwei Linien könnennur einzelne voneinander durch 
endliche Linienstücke getrennte Punkte gemeinsam haben. 

Zwei solche Schnitte oder Berührungspunkte sind, jeder 
durch ein endliches Linienstück je einer der beiden Linien ge« 
geben und dürfen daher dem Satz 3 nicht widersprechen. 

Satz 16: Durch einen Punkt laßt sich niur eine endliche An« 
zahl von Linien ziehen. 

Dieser Satz muß mit Rücksicht auf das spätere wohl ver« 
standen werden. Jeder Punkt hat unendlich viele Nachbar« 
punkte, durch deren jeden eine Linie von dem Kernpunkte aus 
gezogen gedacht werden kann. 

Es ist jedoch nicht möglich, die Linien alle oder einen selbst 
unendlichen Teil ihrer Anzahl so zu geben, daß sie den bisher 
aufgestellten Sätzen, besonders den unter Satz 10 und 1 1 ange« 
stellten Betrachtungen, genügen, nämlich daß zwischen den 
Nachbarpunkten, durch welche die Linien in den Kernpunkt 
eintreten, jeweils regulativ noch unendlich viele Punkte liegen. 
Denn man müßte sich schmeicheln eine unendliche Anzahl, 
welche gesucht wird, nämlich die Anzahl der Linien vollendet 
zu haben, ehe die gegebene unendliche Anzahl der Nachbar« 
punkte erschöpft ist. Das hieße nichts anderes, als eine unend« 
liehe Reihe vollendet denken, was unmöglich ist. 

Wohl mag es möglich sein, durch die Regel einer endlichen 
Gestalt (wir werden sehen, daß dies durch eine Fläche oder 
einen Körper wirklich geschehen kann) also r^ulativ und zu« 
sammenhängend einen Teil der Nachbarpunkte eines Punktes, 
welcher Teil selbst eine unendliche Anzahl ist, zu kennzeich« 
nen. Auch einer solch regulativ eingeschränkten unendlichen 
Punktzahl gegenüber bleibt jedoch die Aufgabe die gleich 
unlösbare. 

Ich spreche daher in dem Satz 16 von echten Linien als 
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solche, die alle gleichzeitig ihrer gegenseitigen Lage nach kon^ 
stitutiv, nicht nur regulativ vorgestellt werden können. 

Wir können demnach in Ergänzung des Satzes 6 nunmehr 
ein Gestaltungegesetz der Linie aufstellen, wie folgt: 

In einer Linie ist nur eine endliche Anzahl von Nachbar^ 
punkten jedes ihrer Punkte enthalten, welche untereinander 
nach der Hegel einzelner Punkte angeordnet sind,d. h. so, daß 
sie durch unendlich viele Punkte voneinander getrennt sind, 
abgesehen von der Verbindung in der Linie selbst. 

Das ist die allgemeinste Definition der Linie. 

Satz 17: Mit einer gegebenen endlichen Linie läßt sich nur 
eine endliche Anzahl echter Linien zum Schnitt bringen. 

Die Betrachtung ist ganz analog der für Satz 16 geführten 
anzustellen. Übrigens ist dasselbe bereits durch die Sätze 14 
und 15 ausgesprochen. 

Satz 18: Gestaltungsgesetz der Fläche. 

Eine Gestalt aus unendlich vielen Linien bestehend ist 
möglich. Die Regel ihrer Synthesis ist die Auswahl je einer 
Nachbarlinie jeder ihrer Linien. Eine solche Gestalt nennen 
wir Fläche. 

Es ist vorauszuschicken, daß die Wahl der Bezeichnung 
»Fläche« vorläufig nicht sagt, daß diese Gestalt die gleiche 
sei, wie die Begrenzung eines Körpers. Dieser Beweis bleibt 
noch o£Fen. 

Die Möglichkeit einer solchen Gestalt scheint fürs erste im 
Widerspruch zu Satz 14 zu stehen. Aber der Satz 18 spricht 
von solchen Nachbarlinien nicht schlechthin, sondern nur 
durch die Regel einer unendlichen Reihe. Es gilt daherzu untere 
suchen, was für Sätze für das Verhältnis zweier solcher regu^ 
lativ gegebener Linien zueinander sich ergeben oder nötig 
sind, um den Einklang mit den früher gefundenen Sätzen, 
über echte, d. h. schlechthin gegebene Linien zu wahren. 

Daß es überhaupt möglich sein muß, durch jeden Punkt 
also der Regel nach auch durch zwei einander benachbarte 
Punkte im Araum je eine Linie zu ziehen, ist klar. Zwei solche 
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Linien an sich sind jedoch keine mögliche Vorstellung« d. h. zu 
keinem konstitutiven Gebrauch geeignet nach Satz 13. 

Denken wir uns jedoch eine unendliche Folge solcher in je 
einem Punkt einander fortlaufend benachbarter Linien, so fallt 
der V(lderspruch fort« wenn di^ Folge dieser benachbarten 
Punkte selbst nur durch die Regel einer Linie gedacht wird. 
^Wit halten vor allem diese Erkenntnis fest. 

Satz 19: In einer unendlichen Folge einander fortlaufend 
benachbarter Linien sind Nachbarpunkte der einzelnen Linien 
nur nach der Regel einer Linie vorstellbar. 

Wix wollen die Linien einer unendlichen Folge »Folge« 
linien«« die aus ihren Nachbarpunkten bestehende Linie »Leit« 
linie« nennen. 

Hat nun die Reihe der Folgelinien nur eine Reihe Nach« 
barpunkte, also nur eine Leitlinie, so widerspricht dies dem 
Satz 17. Und wir haben o£Fenbar nichts dadurch gewonnen, 
daß wir diese Folgelinien eben nur durch die Regel einer un« 
endlichen Reihe zu denken vorgeben. Denn tatsachlich besitzen 
wir eine solche Regel nur für die Punktreihe der Leitlinie. In 
jeder Linie ist nämlich, wie wir wissen, irgend einer ihrer 
Punkte als Begrenzung eines Linienstückes vorstellbar und das 
muß der Regel nach auch für die Folgelinien gelten, die selbst 
in ihrer Gesamtheit nur durch die Regel der Fläche gegeben 
sind. 

Daß wir zwei einzelne Punkte zweier Linien geben könnten, 
die unmittelbar aufeinander folgende Glieder einer unend« 
liehen Reihe, wie wir voraussetzen, wären, ist unmöglich, denn 
da dies von jedem Punkte der Linien gälte, würden vnr den un« 
endlich kleinen Schritt der Reihe selbst geben. Daher müssen 
also einzelne Punkte einer endlichen Zahl solcher Linien und 
so fortschreitend bis zu der allererst vorstellbaren unend« 
liehen Zahl nur nach der Regel einer unendlichen Punktreihe, 
als welche wir die Linie kennen, gegegen werden und sie darf 
daher den Gesetzen der letzteren nicht widenprechen, d. h. 
also: 
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Satz 20: Sind in einer unendlichen Folge von Linien je 
zwei Linien in einem Punkt benachbart, so sind sie einander 
überall benachbart und jede Reihe von Nachbarpunkten bil^ 
det eine Linie (Leitlinie). 

Das Wort »überall« ist hierbei recht zu verstehen; es heißt: 
soweit wir die Linien auch verlängert denken mögen. Denn 
wo immer ¥ar von einer Leitlinie an die Nachbarschaft der 
Folgelinien aufhören lassen wollen, ergibt sich für die in dieser 
Leitlinie einander also noch fortlaufend benachbarten weiteren 
Linienstücke die gleiche Betrachtung. 

Satz 21 : Es ist nicht möglich, daß zwei Punkte einer Fläche 
einander benachbart sind, wenn sie nicht in einer oder in zwei 
der Synthesis nach unmittelbar aufeinanderfolgenden Folgen 
linien liegen. 

Oder, um dies nach Satz 20 sofort umzuformen, 

Satz 22: Es ist nicht möglich, daß zwei Linien einer Fläche 
einander benachbart sind, wenn sie nicht zwei der Synthesis 
nach unmittelbar aufeinanderfolgende Folgelinien sind. 

Wenn dies nicht der Fall wäre, würde irgendeine Leitlinie, 
die, wie wir sehen, durch eine Fläche überall gegeben ist, 
gegen Satz 12 verstoßen. 

Satz 23: Jeder Punkt einer Folgelinie hat in einer benach# 
harten unendlich viele Nachbarpunkte, also auch^unendlich 
viele in der Fläche überhaupt. 

Denken ¥ar uns drei der Synthesis nach aufeinanderfolgende 
Linien f^, f, und (^. In f^ liege ein Punkt Pq, seine beiden Nach# 
barpunkte seien N^ und N, in f^ • Keiner dieser drei Punkte 
kann einen Nachbarpunkt in f^ haben, also muß nach Satz 1 1 
die Verbindung von N^ nach N, auch wenn sie durch lauter 
in fs liegende Nachbarpunkte von Po gedacht wird, unend# 
lieh viele Punkte enthalten. 

Satz 24: Von einem Punkte einer Fläche aus lassen sich in 
dieser unendlich viele Linien ziehen, welche selbst die gleiche 
Fläche als eine andere Reihe von Folgelinien darstellen. 

Aus Satz 23 folgt die Möglichkeit, unendliche viele Linien 
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von einem Punkt A einer Fläche in dieser zu ziehen. Da diese 
Linien in den Nachbarpunkten von A einander unmittelbar 
benachbart sind, gilt dies, abgesehen von dem gemeinsamen 
Schnittpunkt A, überall. Wir sehen, daß wir hier vorerst einen 
neuen Satz einschalten müssen, durch den auch Satz 20 einge^ 
schränkt wird. Es ist nämlich klar, daß ein solcher Schnittpunkt 
aller Linien einer unendlichen Linienfolge weder den Gesetzen 
einzelner Linien der Folge, noch der Regel der Fläche wider« 
spricht, denn an Stelle der Leitlinien, welche sonst die Regel 
veranschaulichen, tritt hier ein einzelner durch den Schnitt 
irgendzweier Folgelinienr reell gegebener Punkt, was keinem 
gefundenen Satze widerspricht. Und dies gilt für beliebig viele 
solche Schnittpunkte, sofern zwischen ihnen endlich Stücke 
der Folgelinien liegen. 

Wir schalten daher hier einen Satz über die Schnittpunkte 
von Linien einer Linienfolge ein, den wir allgemein wohl so 
aussprechen können : 

Satz 25: Haben zwei Linien einer Linienfolge einen Punkt 
gemeinsam, so gilt dies für alle Linien und zwar so, daß die 
Schnittpunkte durch die Regel einer Gestalt vorgestellt wer« 
den. 

Da wir zwei benachbarte Linien selbst uns nicht anders als 
durch die Regel einer Nachbarpunktreihe vorstellen können, 
so gilt dies auch für die Schnittpunkte solcher Linienpaare. 

0£Fenbar ist das obenerwähnte Beispiel nur ein Sonderfall, 
nämlich daß alle Linien der Folge sich in demselben Schnitt« 
punkt schneiden, der als Schnittpunkt irgend zweier oder meh« 
rerer Linien der Folge, welche eine unendliche Schrittzahl in 
der Reihe voneinander entfernt sind, wirklich vorstellbar ist. 

V(^r würden jedoch auch eine richtige Regel für die Gesamt« 
heit der Schnittpunkte haben, wenn sie eine Linie, also eine 
Leitlinie unserer Linienfolge darstellen würde. 

Es ist nun gewiß nicht möglich, diese Schnittpunktlinie 
etwa in dieser Weise zu denken: in der Linienfolge fi, fa» fa, . . 
hat (i mit f, den Punkt A gemeinsam, fa mit f4 den Punkt B, 
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der ein Nachbarpunkt von A ist, usw. Denn dadurch lösen 
wir unsere stetige Linienfolge nach einem Gesetz einer Folge 
endlicher Schrittzahl auf. Was für das Linienpaar f^ f, gilt, gilt 
wohl auch für das Paar fg f4, nämlich daß sie einen Punkt gei* 
meinsam haben. Aber es gilt nicht für f, fg, oder f^ (^. Da es 
nicht möglich ist, das einzelne Linienpaar herauszugreifen, wo 
alle nur durch eine Regel gegeben sind, ist dies überhaupt 
keine mögliche Vorstellung von Schnittpunkten. Was für ein 
Linienpaar gilt, muß für jedes gelten, also f^ schneidet ^ in A, 
fg schneidet f^ in B usw. 

Es fallt auf, daß dabei der Regel «nach eine solche Schnitt« 
punktlinie gemäß ihrer Definition aus der Fläche mit jeder 
einzelnen Folgelinie, die ja wirklich vorstellbar ist, zwei ein« 
ander unmittelbar benachbarte Punkte gemeinsam hat. 

Es scheint, daß durch dieses paarweise Erfassen von Nach« 
barlinien jene Unmöglichkeit der Unterscheidung zweier 
Punkte oder Linien, welche der Regel nach in einem Punkt 
oder in einer Linie aneinander grenzen, von einem Punkt oder 
einer Linie überhaupt wirksam wird, auf welche ich schon 
früher hingewiesen habe. 

Es ist schließlich denkbar, daß die Folge aller Schnittpunkte 
aller Folgelinien einer Fläche selbst eine Fläche, also einen end« 
liehen Teil oder die Gesamtheit der ursprünglich gegebenen 
bildet. Dieser Fall entspräche der Regel, daß jede Folgelinie 
alle anderen schneidet 

Damit sind alle Möglichkeiten erschöpft. Denn da in einer 
Fläche keine Folgelinie eine andere, eine endliche Schrittzahl 
von ihr entfernte, schneiden kann, ohne auch die ihr unmittelbar 
benachbarte zu schneiden (gemäß der Definition der Fläche), 
da es femer nicht möglich ist, daß sie eine beliebige endliche 
Anzahl von Folgelinien schneidet, bleiben nur zwei regel« 
mäßige Fälle denkbar: entweder jede Folgelinie schneidet nur 
die ihr benachbarte, oder jede Folgelinie schneidet alle ande« 
ren. Der zuerst betrachtete Fall eines gemeinsamen Schnitt« 
Punktes aller Folgelinien ist ein Spezialfall des letzteren. 
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Schließen wir nun wieder an Satz 24 an, so folgt hieraus 
unmittelbar: 

Satz 26: Jede Fläche kann dargestellt werden als Folge un# 
endlich vieler geschlossener Linien, beginnend mit allen Nach« 
barpunkten irgend eines Punktes der Fläche. 

Solche Linien sind nichts als Leitlinien in einem System von 
Folgelinien nach Satz 24. 

Satz 27: Zwischen irgend zwei Punkten einer Flädie sind 
in dieser beliebig viele Linien möglich. 

Dieser Satz bedarf wohl keiner weiteren Beweisführung, als 
in dem bisher gesagten o£Fen liegt 

Satz 28: Es gibt beliebig viele Linienfolgen, welche die 
gleiche Fläche darstellen, jedoch sind geschlossene Flächen nur 
durch Folgen geschlossener Linien im Ganzen zu erhalten. 

Man kann von irgend einer Linie zwischen irgend zwei Grenz« 
punkten der Fläche als einer Folgelinie ausgehen, oder von 
einem Punkt als Schnittpunkt aller Folgelinien oder als Kern« 
punkt geschlossener Folgelinien. Geschlossene Flächen haben 
keine Grenzpunkte. 

Satz 29: Von verschiedenen Linienfolgen, welche die gleiche 
Fläche darstellen, können einzelne Linien gleichzeitig nur vor« 
gestellt werden, sofern sie den Gesetzen der Linien entsprechen. 

Auch dieser Satz bedarf kaum eines Beweises und dient nur 
zur Sicherstellung, daß es nämlich nicht möglich sein darf, von 
Linien solcher Linienfolgen als gleichzeitig gegeben zu 
sprechen, wenn sie den allgemeinen Gesetzen einzelner Linien 
widersprechen, obgleich sie jederzeit durch die Fläche regu« 
lativ gegeben sind. 

Satz 30: Zwei Teile einer Fläche grenzen in einer Linie an« 
einander. Dies ergibt sich aus der Synthesis der Fläche über« 
haupt. V(^r können uns jedoch auch auf dem Wege über« 
zeugen, daß wir die angebliche Grenzlinie als Leitlinie eines 
beliebigen zu ihr passenden Systems von Folgelinien wie nach 
Satz 29 möglich, au£Fassen, welch letzere somit alle, und da« 
mit auch die Fläche selbst, von ersterer geteilt werden. 
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Satz 31 : Definition der Fläche. 

Eine Fläche ist eine Gestalt, welche unendlich viel Nachbar^ 
punkte jedes ihrer Punkte enthält, die untereinander nach der 
Regel einer endlichen Anzahl von Linien unendlicher Punkt« 
zahl angeordnet sind. 

Für jeden Punkt der Fläche gilt Satz 24 oder 27, wenn wir 
vorerst annehmen, daß es sich nicht um einen Grenzpunkt 
der Fläche handelt, und somit sind seine sämtlichen Nachbar« 
punkte nach der Regel einer geschlossenen Linie angeordnet. 

Machen wir den Punkt zu einem Grenzpunkt einer Fläche, 
indem wir eine durch ihn gezogene Linie als Grenzlinie auf« 
fassen, so bleibt als zur Fläche gehörig eihe offene Linie von 
Nachbarpunkten übrig. Ziehen wir durch den Punkt zwei oder 
mehr Linien und betrachten als zu der Fläche gehörig nur ein« 
zelne der zwischen den Linien liegenden Flächenstücke, so daß 
diese weiterhin wieder zu einem Ganzen zusammenhängen 
mögen, so behalten wir eine endliche Anzahl von Nachbar« 
punktslinien je unendlicher Punktzahl in der Fläche. Eine end« 
liehe Anzahl muß es sein nach Satz 16 und jede mit unend« 
lieber Punktzahl nach Satz 14. ^ 

Übrigens sind auch geschlossene Nachbarpunktslinien in 
endlicher Anzahl möglich, wie aus Satz 32 hervorgeht 

Satz 31: Mehrere Flächen oder vorstellbare Teile einer 
Fläche können einzelne Punkte oder einzelne Linien oder 
beides gemeinsam haben. 

Die Gemeinsamkeit einzelner Punkte läuft auf den Satz 15 
hinaus, denn wir können in jeder der beiden Flächen durch 
diese Punkte eine beliebige Linie ziehen. 

Haben zwei Flächen eine Linie gemeinsam, so können wir 
diese als Teile einer Folgelinie in beiden Flächen auffassen und 
jedes beliebige Paar Leitlinien beider Flächen durch einen der 
gemeinsamen Linienpunkte muß den Gesetzen einer Linie ent« 
sprechen. . 

Auch daß zwei Flächen ein endliches Flächenstück gemein« 
sam haben, erweckt keinen Widerspruch. Jedoch deckt sich 
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die Vorstellung ganz mit der zweier Flächen, welche eine Linie, 
nämlich die Begrenzungslinie des gemeinsamen Flächenstückes 
gemein haben. 

Satz 33: Eine Fläche und eine nicht in ihr liegende Linie 
können nur einzelne Punkte gemeinsam haben. 

Dies ergibt sich genau im Sinne des vorhergehenden Satzes 
aus Satz 15. 

Satz 34: Eine Gestalt, aus einer Fläche und einer endlichen 
Anzahl von Nachbarpunkten, Nachbarlinien oder Nachbar^ 
flächen bestehend, ist unmöglich. 

Da durch eine Fläche irgend eine Linie in ihr gegeben ist, 
käme jede solche Gestalt in Widerspruch mit den Gesetzen 
der Linie. 

Satz 35: Jede Linie hat in einer Fläche nur eine endliche An^ 
zahl von Nachbarlinien. 

Der Hauptfall sind zwei Nachbarlinien, nämlich die derSyn^ 
thesis nachfolgende und vorhergehende. Bei Grenzlinien fallt 
eine davon weg. Anderseits ist es möglich, daß im For^ang 
der Synthesis eine Linie noch einmal oder mehrmal enthalten 
ist. Dies kann jedoch nur in endlicher Anzahl geschehen. Wir 
können nämlich durch die Verfolgung einer Leitlinie auf Satz 
16 kommen, der gültig bleiben muß. 

Aus dieser Betrachtung folgt auch, ohne daß wir den Gei* 
dankengang wiederholen müßten, 

Satz 36: Nur eine endliche Anzahl echter, einzeln zugleich 
vorstellbarer Flächen können einen Punkt oder eine Linie gei* 
meinsam haben. 

Hiermit setzen wir »echte« Flächen in Gegensatz zu solchen, 
welche nur durch die Regel einer unendlichen Flächenfolge 
gedacht werden. 

Zwar fanden wir, daß jeder Punkt einer Fläche in ihr un^ 
endlich viele Nachbarpunkte habe, und wir können kaum ge# 
radezu den Beweis erbringen, daß dies nicht alle Nachbar« 
punkte überhaupt seien. Die Grenzptmkte einer Fläche aller« 
dings weichen hierin noch ab. Wir können uns jedoch o£Fen« 
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bar eine Linie aus dem Unendlichen kommend und dahin 
gehend denken nach der Regel ihrer Synthesis und nach dem 
regulativen Prinzip. Wir können demnach auch eine Folge 
solcher Linien in einer Fläche zusammenfassen und können 
auch hier die Synthesis der Linienfolge unendlich denken, so 
daß regulativ Grenzpunkte nicht mehr vorhanden wären und 
diese Fläche den Araum schlechthin darstellen wiirde. Wir 
hätten demnach nur diese eine Fläche und alles, was wir ein^ 
gangs Körper nannten, wären deren Teile, ihre Oberflächen 
wären Linien. 

Aber wir haben bereits in den letzten Sätzen über Flächen 
wiederholt die Voraussetzung gemacht, daß ein Flächenpunkt, 
auch wenn er kein Grenzpunkt ist, noch Nachbarpunkte im 
Räume habe, die nicht in der Fläche liegen. Wir sind berech^ 
tigt diese Annahme beizubehalten, solange wir dadurch auf 
keinen Widerspruch mit allen friiheren Sätzen stoßen bezw. 
bis wir auf ihn stoßen, also die Anzahl der Nachbarpunkte 
jedes Punktes als erschöpft zu betrachten, gezwungen würden. 

Satz 37: Gestaltungsgesetz des Körpers. 

Eine Gestalt aus unendlich vielen Flächen bestehend ist mög# 
lieh. Die Regel ihrer Synthesis ist die Auswahl je einer Nach^ 
barfläche jeder ihrer Flächen. Eine solche Gestalt nennen wir 
Körper. 

Auch hier ist noch nicht erwiesen, daß wir es mit denselben 
Gestalten zu tun haben, die wir im Anfang dieses Stückes als 
Körper bezeichnet haben. 

Der Beweis der Möglichkeit einer solchen Gestalt ist ganz 
gleichartig dem unter Satz 18 für eine Fläche als Folge unend^ 
lieh vieler Linien erbrachten. Auch die weiteren Sätze sind zu^ 
meist Gegenstücke zu solchen über Flächen. Da nämlich ein« 
zelne Linien in jeder der unendlich vielen Flächen einer solchen 
Flächenfolge gegeben sind, haben wir die Gesetze für eine 
solche Folge auf denen der Fläche aufzubauen, so wie wir die 
Gesetze der letzeren als einer Linienfolge aus den Gesetzen 
über Linien entwickelt haben. 
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Ich glaube daher einfach auf die analogen Satze über Flächen 
hinweisen zu dürfen, um nicht durch ständige Wiederholung 
der gleichen Schlußweise zu ermüden, umsomehr, da diese im 
bildlosen Ausdruck immer umständlicher wird. 

Satz 38 : In einer unendlichen Folge einander fortlaufend 
benachbarter Flächen (Folgeflächen) sind : 

a) Nachbarpunkte der einzelnen Flächen nur nach der 
Regel einer Linie möglich (folgt aus Satz 19 direkt). 

b) Nachbarlinien der einzelnen Flächen nur nach der 
Regel einer Fläche möglich. (Analog Satz 19.) 

Satz 39: Sind in einer unendlichen Folge von Flächen je 
zwei Flächen einander in einem Punkt benachbart, so sind sie 
einander überall benachbart und jede Reihe von Nachbarlinien 
bildet eine Fläche als Leitfläche. (Analog Satz 20.) 

Satz 40: Es ist nicht möglich, daß zwei Punkte eines Kör^ 
pers einander benachbart sind, wenn sie nicht in einer oder 
zwei der Synthesis nach unmittelbar aufeinanderfolgenden 
Folgeflächen liegen. (Analog Satz 21.) 

Satz 41 : Es ist nicht möglich, daß zwei Flächen eines Kör# 
pers einander benachbart sind, wenn sie nicht zwei der Syn^ 
thesis nach unmittelbar aufeinanderfolgende Folgeflächen 
sind. (Analog Satz 22.) 

Satz 42: Jede Linie in einer Folgefläche hat in einer benach« 
harten unendlich viele Nachbarlinien. (Analog Satz 23.) 

Satz 43: Durch eine o£Fene Linie eines Körpers lassen sich 
in diesem unendlich viele Flächen legen, welche selbst den 
gleichen Körper als eine andere Reihe von Folgeflächen dar« 
stellen. (Analog Satz 24.) 

Satz 44 : Haben zwei Flächen einer Flächenfolge einen Punkt 
od^ eine Linie gemeinsam, so gilt dies für alle Flächen tmd 
zwar so, daß die gemeinsamen Punkte oder Linien durch die 
Regel einer Gestalt vorgestellt werden. (Analog Satz 25.) 

Satz 45: Jeder Körper kann dargestellt werden als Folge 
unendlich vieler geschlossener Flächen beginnend mit allen 
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Nachbarpunkten irgend eines Punktes des Körpers. (Analog 
Satz 26.) 

Satz 46: Zwischen irgend zwei Linien eines Körpers sind 
in diesem beliebig viele Flachen möglich. (Analog Satz 27.) 

Satz 47: Es gibt beliebig viele Flächenfolgen, welche den 
gleichen Körper darstellen. (Analog Satz 28.) 

Satz 48: Von allen Flachenfolgen, welche den Körper dar# 
stellen können, können einzelne Flachen gleichzeitig nur 
vorgestellt werden, sofern sie den Gesetzen der Flachen ent# 
sprechen. Ihre Zahl im Endlichen ist also endlich. (Analog 
Satz 29.) 

Satz 49: Zwei Teile eines Körpers grenzen in einer Flache 
aneinander. (Analog Satz 30.) 

Satz 50: Definition des Körpers. 

Ein Körper ist eine Gestalt, welche unendlich viele Nach^ 
barpunkte jedes ihrer Punkte enthält, die untereinander nach 
der Regel einer endlichen Anzahl von Flächen unendlicher 
Linienzahl angeordnet sind. 

Analog Satz 31 ist 4er Beweis so gedacht: wir denken uns 
eine offene Linie 1^ in einer Fläche f^, di^ selbst Glied einer 
unendlichen Flächenfolge mit der gemeinsamen Linie 1^ ist, 
und zwar so daß die der Synthesis nach letzte Fläche eine 
Nachbarfläche der ersten ist. 

Die Nachbarpunkte eines in 1^ liegenden Punktes sind 
in der Fläche f^ nach einer Linie angeordnet, ebenso in jeder 
anderen Fläche der Folge, sie bilden also in allen eine Linien^ 
folge, d. h. eine Fläche. 

Durch Kennzeichnung des Punktes als eines Grenzpunktes 
des Körpers wird analog wie unter Satz 31 gefunden, daß die 
Nachbarpunkte dann mehrere oder eine Fläche je unendlicher 
Linienzahl bilden können, die allen Gesetzen über Flächen 
gehorchen müssen. 

Vergleichen wir nun Körper mit Flächen und Linien, so ist 
vor allem ein Unterschied augenfällig. 

Linien und Flächen grenzen in allen ihren Punkten an den 
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übrigen Araum. Für die Linie ist dies ohne weiteres einzusehen 
gewesen, da sie nur eine endliche Anzahl Nachbarpunkte 
jedes ihrer Punkte enthält. Für die Fläche ist es aus der wider# 
spruchslos erkannten Möglichkeit einer Flächenfolge nachdem 
Körpergesetz zu folgern. 

Körper dagegen grenzen nur in ihren Grenzpunkten, welche 
eine Fläche bilden, an den übrigen Raum, wie aus Satz 45 her« 
vorgeht. 

Demnach enthält ein Körper alle Nachbarpunkte jedes seiner 
Punkte, der nicht ein Grenzpunkt des Körpers ist, und er 
führt durch die Regel der Fortsetzung der Synthesis von 
Flächen zum regulativ unbegrenzten Araum, dessen Kenn« 
zeichen es eben ist, daß er alle Nachbarpunkte jedes Punktes 
enthält. 

Demnach deckt sich der Körper als Flächenfolge mit dem 
eingangs des Hauptstückes als wirklich gekennzeichneten 
Raumteil. Daher ist dessen Begrenzung die als Linienfolge 
gegebene Fläche und diese somit eben als B^renzung des 
wirklichen Körpers selbst wirklich. Als Grenze eines Flächen« 
Stückes ist daher auch die Linie als wirklich existierend an« 
zusehen. 

Femer sehen wir daraus, daß nur die Oberfläche eines Kör« 
pers an den übrigen Raum grenzt, daß wir durch weitere An« 
einanderreihung nichts denken können, was nicht unter den 
Sätzen der Fläche enthalten wäre, daß also weitere Arten von 
Gestalten nicht möglich sind. 

Es ergibt sich also a priori als allgemein gültig und notwendig 
der Schluß, daß nur drei Gattimgen von Gestalten überhaupt 
möglich sind, die zwischen dem regulativ unendlichen Araum 
und seinem unendlich kleinen Teil, dem Punkte, liegen, und 
zwar: 

Erste Gattung von Gestalten: Linien. 

Eine Linie enthält nur eine endliche Anzahl von Nachbar« 
punkten jedes ihrer Punkte. 
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Zweite Gattung von Gestalten: Flächen. 

Eine Fläche enthält eine unendliche Anzahl von Nachbar^ 
punkten jedes ihrer Punkte, angeordnet nach der Regel einer 
oder einer endlichen Anzahl von Linien. 

Dritte Gattimg von Gestalten: Körper. 

Ein Körper enthält eine unendliche Anzahl von Nachbar^ 
punkten jedes seiner Punktei angeordnet nach der Regel einer 
oder einer endlichen Anzahl von Flächen. 

In diesem Sinne könnte man es also als ein synthetisches Ur^ 
teil a priori bezeichnen, daß der Araum dreidimensional sei. 
»Dimension« wiirde dann »Gattung der Gestalt« heißen. 

Die 50 Sätze, welche Ich über diese Gestalten entwickelt 
habe, nebst den gegebenen Definitionen bilden also die be« 
sondere Grundlage der Gestaltenlehre, wohl begründet auf 
den allgemeinen Prinzipien alles menschlichen Denkens über^ 
haupt 

Ich möchte allerdings nicht sagen, daß gerade diese 50 Sätze 
an die Spitze einer systematischen Entwicklung der Gestalten^ 
lehre gehören und nicht mehr oder weniger. Es mag sein, daß 
in dieser Aufstellung noch manche nicht minder wichtige Ein^ 
zelsätze fehlen, es ist jedoch wohl auch denkbar, sie alle unter 
eine geringere Anzahl bedeutenderer Sätze zusammenzufassen. 
Ja, ich glaube selbst, daß man sie alle im Grunde unter ein Ge^ 
setz zusammenziehen könnte, welches seinen eigenen Namen 
verdiente und etwa so lauten wiirde: 

Das Paradoxon der Gestaltenlehre. 

Es gibt keine Gestalt, welche durch eine endliche Synthesis 
von Gestalten niedrigerer Ordnung denkbar wäre, d. h. also 
keine Linie endlicher Punktzahl, keine Fläche endlicher Linien« 
zahl, keinen Körper endlicher Flächenzahl. 

Aber das ist nur Formsache, denn für uns kommt es nicht 
wie bei einer axiomatischen Begründung der Geometrie dar« 
auf an, auf eine möglichst geringe Anzahl unbeweisbarer 
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Axiome oder Postulate hinzustreben, sondern nur eine Brücke 
vondenallgemeinenGrundlagenunseresErkenntnisvermogens 
zu einer diesem gemäßen Gestaltenlehre zu schlagen. Die Brette 
zahl spielt keine Rolle. 

Die 50 Sätze sind keine Axiome im gebräuchlichen Sinn des 
Wortes. Sie drängen sich weder durch Evidenz auf, wie etwa 
die eudklidischen, noch dürfte man sie leicht aus irgend einer 
gegebenen Geometrie ausschälen können. 

Umso wertvoller wäre die Beantwortung der Frage, ob es 
eine Geometrie gibt, welche den Sätzen nicht entspricht. Wir 
müssen diese Frage grundsätzlich mit »nein« beantworten. Die 
Prüfung für die einzelnen Geometrien müßte Mathematikern 
überlassen bleiben, allerdings erst, wenn wir auch das Ver^ 
hältnis zwischen Gestalten und Großenlehre noch im licht 
Kants betrachtet haben, werden, um an der Klippe der üblichen 
mathematischen Terminologie vorbei zu kommen, damit kein 
Deus ex mathematicis in unser Menschenhandwerk pfusche. 

Nur auf den augenfälligsten Unterschied gegenüber »Geo^ 
metrien« möchte ich bereits hier eingehen. Die meisten setzen 
einerseits Beweglichkeit der geometrischen Figuren voraus und 
fordern anderseits Starrheit der Figuren in sich als Axiome. 
Beides gilt z. B. für die eudklidische Geometrie in üblicher 
Darstellung. 

Unsere Entwicklung der Fläche und des Körpers dagegen 
beruht auf einer »stetigen Reihendarstellung« von Linien bezw. 
Flächen. 

Die stetige Reihendarstellung von Gestalten, die einander 
fortlaufend benachbart sind und alle gleichzeitig existieren, 
setze ich an Stelle der Beweglichkeit. In unseren bisherigen 
Betrachtungen waren dabei die Glieder einer solchen Reihe 
untereinander nicht gleich, es ist jedoch auch möglich, sich 
eine solche Reihe gleicher Glieder vorzustellen. 

Daß gleiche Gestalten überhaupt möglich sind, zeigt Satz 1. 
Und da die gleiche Gestalt nach diesem Satz überall im Araum 
liegen kann, ist es möglich, die Punktauswahl, welche die Ge« 
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stalt im Araum bildet, so zu tre£Fen, daß irgend ein bestimmter 
Punkt im Araum jeden beliebigen Punkt der Gestalt bildet 

Es ist somit auch möglich, durch einen Punkt, welcher ir^ 
gend einer Gestalt benachbart ist, die gleiche Gestalt zu legen, 
welche dann der ersten nach Satz 20 oder 39 überall benach^ 
bart ist, wobei Satz 25 oder 44 in besondere Weise in Kraft 
bleiben können. 

Haben wir nun irgend zwei gleiche Gestalten im Araum, so 
können wir einen Punkt der einen stets mit dem gleichwertigen 
Pupkt der anderen durch eine Linie verbinden. Eine Linie ist 
eine unendliche Folge fortlaufend benachbarter Punkte. Durch 
jeden Punkt der Linie läßt sich die gleiche Gestalt so legen, 
daß die Linie stets die gleichwertigen Punkte dieser Gestalten 
enthalt. So erscheinen die beiden gleichen Gestalten mittels 
der Regel solcher Linien durch eine stetige Reihendarstellung 
gleicher Gestalten miteinander verbunden. 

Wir können dies als ein Kennzeichen der Gleichheit zweier 
Gestalten aufiEassen und etwa so aussprechen: 

Satz 51 : Zwei Gestalten sind einander gleich, wenn sie sich 
durch eine stetige Reihendarstellung gleicher Gestalten mit 
einander verbinden lassen. 

Dieser Satz hat auf den ersten Blick einen großen Nachteil 
gegenüber dem üblichen, welcher lautet: zwei Gestalten sind 
gleich, wenn sie sich zur Deckung bringen lassen. Denn faßt 
man Satz 51 als Definition der Gleichheit auf, wie das mit dem 
üblichen Satz wohl geschieht, so wird die Gleichheit zweier 
Gestalten durch die Gleichheit einer ganzen Reihe solcher 
definiert. 

Ich nenne es daher keine Definition, bezweifle allerdings 
auch, daß der übliche Satz diesen Titel verdient Denn zur Dek^ 
kung gebracht werden zwei Gestalten nach einer Bewegung der 
einen, wobei sie »starr«, d.h. unverändert, d.h. gleich bleibt. 
Die beiden Sätze sind also in dieser Beziehung gleichwertig. 
Wahrend jedoch in dem letzteren die Starrheit und Beweglich^ 
keit einer Gestalt axiomatisch, d. h. unbewiesen vorausgesetzt 
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¥ard, ist bei dem ersteren die Möglichkeit gleicher Gestalten 
und einer stetigen Reihe solcher vorher dargetan worden. 

Wenn also, wie ich meine, die beiden Sätze das gleiche 
leisten, nämlich eigentlich nur symmetrische Gestalten von 
kongruenten zu trennen, so dtirfte der unsere den Vorzug ver# 
dienen. 

Und in mancher anderer Beziehung noch hat die Theorie, 
welche ich hier entwickelt habe. Bestechendes genug gegen« 
über der ihr im geometrischen EflFekt wohl gleichwertigen von 
den verschiebbaren starren Körpern. 

Die Mathematiker kämpfen vielfach gegen den Begriff eines 
»absoluten Raumes« an. Aber mir scheint, wenn irgend dieser 
dunkle Begriff eine verworrene Existenz hat, daß die Mathe« 
matiker selbst mehr Schuld daran haben als jedenfalls Kant, 
dessen Theorie dieser Begriff geradezu zuwiderläuft. 

Wenn man Geometrie als »Lehre von den Gesetzen der 
Orts Veränderungen«, einen geomertischen Raum als »Inbegriff 
der Erfahrungen, die man beim Bewegen starrer Körper haben 
kann« definiert, wenn man kurz den Begriff der Bewegung 
an die geometrischen Dinge anhängt , wird man den »Raum«, 
»in« dem sich solches ereignet, nicht los. 

Denn alle Beweglichkeit, Starrheit, Festigkeit usw. ist gra« 
dueller und somit materieller Unterschied, d. h. Wahrnehme 
barkeit von Materie. 

Zwar kommen Aussagen — tausend und eine »Hypothese« 
— hinzu, die aller Materie zuwiderlaufen, so die Durchdringe 
lichkeit des »Zur^Deckung^bringens«, das »Verschieben in 
sich«, das »Gestaltenerzeugen durch Bewegung« usw. usw. 
Aber immerhin: wo sich etwas bewegt oder ruht kann es als 
bewegt oder ruhend nur relativ zu etwas davon Unterscheid^ 
barem vorgestellt werden, unterscheidbar durch graduelle 
Verschiedenheit des Zustandes. Das aber und sonst nichts ist 
die allgemeinste Vorstellung von Materie. 

Und die Flucht hinter das bloße Wort »Koordinatensy# 
stem« oder, was dasselbe ist, »System von Koordinaten«, ändert 
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gar nichts daran, daß es eben das von den darauf bezogenen 
Gestalten Unterscheidbare ist. Und damit ist die dunkle Vor^ 
Stellung des »absoluten Raumes«, »in« dem oder relativ zu 
dem etwas geschieht, gegeben. 

Meine Gestaltenlehre dagegen spricht von nichts als dem 
Araum und seinen Teilen, also gleichsam von einer Art Ma^ 
terie. Das aber heißt, wie ich meine, von keiner Materie. Daß 
wir, durch das regulative Prinzip geleitet, uns der Regel nach 
jeden Körper durch Hinzufugen anderer über alles Maß ver# 
großert doiken können, gibt uns die Vorstellung des Araumes. 
Von einem absoluten Raum kann gar keine Rede sein. 

Wohl aber sind alle geometrischen Räume, man definiere 
sie, wie man wolle, gewiß im Araum zu suchen und zu finden, 
wenn man der mathematischen Terminologie ausweicht, wo# 
zu wir weiterhin noch einiges bemerken werden. 

Denn schon sehen wir, wie nicht die Bewegung die Ge^ 
staltenlehre ermöglicht, sondern vielmehr die Reihendar^ 
Stellung gleicher oder ungleicher Gestalten überhaupt erst 
eine »araumhäfte«, das wäre »mathematische« Behandlung 
aller Bewegung möglich macht, indem gleichzeitig gegebene 
Gestalten an Stelle der zeitlich aufeinanderfolgenden Lagen 
bewegter Masse treten. 

Wir finden das wieder, was wir in der Größenlehre bereits 
zu erkennen glaubten, daß nämlich in der mathematischen Bei* 
handlung alles Geschehens die in der Wahrnehmung aufein^ 
anderfolgenden Erscheinungen durch empirisch damit ver^ 
knüpftes räumliches ersetzt werden. 

Es gibt kein deutlicheres Beispiel zu dieser Auffassung, als 
die jederzeit gleichzeitig existierenden, unendlich vielen Werte 
einer sogenannten Veränderlichen der analytischen Geometrie. 

Ehe vm dieser und allem Zusammenhang zwischen Größe 
und Gestalt, Mathematik und Geometrie uns zuwenden dürfen, 
müssen wir noch versuchen, was wir a priori von besonderen 
Gestalten etwa aussagen können,von jenen Gestalten, mit deren 
einer oder anderer sonst Geometrien zu beginnen pflegen. 
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IV. HAUPTSTÜCK 



BESONDERE GESTALTEN 

«Man hat lange vergeblich versucht, das dritte 
Axiom ebenfalls zu beweisen, welches unter 
dem Namen des Euklidischen Postulates be* 
kannt ist Was man in dieser unerfüllbaren 
HoflFnung für Kräfte verschwendet hat, ist wiAß 
lieh unvorstellbar. Endlich stellten im Anfang 
des XIX. Jahrhunderts und ungefähr zu der 
gleichen 2^it zwei Gelehrte, ein Russe und ein 
Ungar, Lobatschewsky und Bolyai unwiderleg« 
bar fest, daß dieser Beweis unmöglich sei; sie 
haben uns so ziemlich von den Erfindern, welche 
unsere elementare Geometrie ohne das Eukli« 

dische Postulat au£rtellen wollten, befreit ; 

H. Poincar€, »^Wissenschaft und Hypothese«. 

Dieses Kapitel wird« um es nur geradeheraus zu sagen« 
herzlich langweilig« wenn möglich noch langweiliger als 
das vorige. 

Ich setze daher eine kurze Inhaltsangabe an die Spitze. So 
wird sich mancher gern die Mühe sparen« die Ausführung 
durchzulesen. 

Das vorige Hauptstück hat gezeigt« daß wir viele Gesetze« 
denen Gestalten im allgemeinen gehorchen müssen« a priori 
entwickeln können. Es muß aber möglich sein« vom Ällge^ 
meinen zum Besonderen fortzuschreiten und ohne weitere 
Hypothese oder Annahme« ohne Axiomatik und Willkür 
auch Gesetze bestimmter Gestalten zu finden« welche d^mn 
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die systematische Entwicklung einer Geometrie« wie wir sie 
kennen« ennöglichen, wenn eine solche überhaupt innere 
Notwendigkeit für irgendwelche mögliche Erfahrung haben 
soll. 

Im Grunde genommen muß es angängig sein« die Möglich« 
keit jeder geometrischen Gestalt und ihre Gesetze, d. h. die 
Obereinstimmung derselben mit den reinen Verstandesprin# 
zipien« im Verfolg des begonnenen Weges einzusehen. Aber 
mit zunehmender Kompliziertheit der Gestalten würde unsere 
Vorstellungskraft sehr bald versagen und eben hier greift die 
systematische Methode der mathematisch^geometrischen Wis« 
senschaft ein. Jene einfachsten Sätze aber« mit denen sie be« 
gmnt, müssen erst bewiesen sein« ehe man ihr mehr als empi« 
rischen Zufallswert beimessen kann. 

So habe ich denn in diesem Hauptstück folgende Sätze zu 
beweisen gesucht. 

1. Es gibt überall im Araum eine geschlossene Fläche« deren 
sämtliche Punkte sich durch gleiche Linien mit einem Punkte 
verbinden lassen. 

Da es denkbar ist« daß das Wort »Kugel« in irgendeiner 
Geometrie eine andere Bedeutung hat oder haben wird« als im 
gemeinen Sprachgebrauch« nenne ich diese Gestalt »Urball«. 

Es ist vielleicht überflüssig darauf einzugehen« was das 
heißen will« wenn ich sage: Es »gibt« eine Gestalt Aber eine 
kurze Beleuchtung sei gestattet. 

Es ist höchst unwahrscheinlich« daß es irgendwo im Raum 
eine materiell wahrnehmbare Kugel gibt« welche also streng 
gemäß diesem Gestaltungsgesetz durch ihren Empfindungs« 
Inhalt von dem der Umgebung sich unterscheiden würde« 
etwa als ein Elfenbeinball in der Luft Ich meine sogar« es ist 
zu wenig« wenn ich sage« das sei unwahrscheinlich. Die voU^ 
endete materiell wahrnehmbare Kugel ist unvorstellbar. Denn 
wie weit wir mit der Präzision der Werkzeuge zur Messung 
auch fortschreiten würden« werden Mrir aus unserer Vernunft 
doch den Satz nicht austilgen können« daß alles Reale« was 
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Gegenstand der Empfindung ist, einen Grad habe. Und so 
werden Mrir alle Genauigkeit als graduell beurteilen. 

Aber indem wir aussprechen »der Elfenbeinball ist wahr^ 
scheinlich keine genaue Kugel«, setzen wir das Vorhandensein 
der letzteren im Raum voraus, indem wir von dem untere 
scheidenden Empfindungsinhalt von Elfenbein und Luft ab^ 
strahieren und jene geometrische, »aräumliche« Kugelgestalt 
dort konstruieren, wo Elfenbein und Luft in sie hinein oder 
aus ihr herausgreifen mögen. 

Es ist also ein Unterschied zwischen der Existenz einer 
materiell wahrnehmbaren und einer Araumgestalt, welche 
letztere eben nicht in einer bestimmten Art von Materie wahr^ 
nehmbar ist, sondern nur durch unsere Zwangsurteile, daß 
alles Räumliche unbegrenzt teilbar und alles Empfundene 
graduell sei «lit dem materiell Wahrgenommenen notwendig 
verknüpft ist. 

Man sieht nebenbei auch auf diese Weise, daß die Annahme 
der Materialität geometrischer Gestalten unhaltbar ist. Denn 
indem wir sie ab »geometrisch genau« bezeichnen, nehmen 
wir ihnen die letzte Gradualität, die noch übrig geblieben 
wäre, und damit das Letzte, was sie noch als realen Gegenstand 
der Empfindung vom reinen Araumteil unterscheiden könnte. 
Wie die Starrheit, die Umkehrbarkeit der Zeitfolge in der 
angeblichen Bewegung, so ist auch die geometrische Genauig^ 
keit nichts als ein Ausdruck für die Abstraktion von Empfing 
dungswerten, so daß letzten Endes eben praktisch das erreicht 
aber nicht verstanden ist, was meine Ableitung von Anfang 
an voraussetzen mußte. 

Wenn ich also sage: Es gibt überall im Raum einen Urball, 
so heißt das nichts, als daß die reinen Prinzipien unserer Ver^ 
nunft uns zwingen oder gestatten, — und da von reinen Prin^ 
zipieadie Rede ist, ist das dasselbe — wo immer wir wollen, 
uns im Araum eine Punktfolge vorzustellen, welche dem Ge^ 
setz des Urballs entspricht. Wir können uns den Araum nicht 
so vorstellen, daß es darin irgendwo unmöglich wäre, die 
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Konstruktion des Urballs auszuführen. Wir können von der 
Existenz des Urballs absehen» aber nicht davon abstrahieren, 
und keine Gestalt kann dieser Existenz widersprechen. 

So also muß man es verstehen» wenn ich sage» daß ich in 
diesem Kapitel weiter zu beweisen versuche: 

2. Es gibt überall im Araum ein Flachrund (Kreis). 

3. Es gibt überall im Araum ein Urblatt (Euklidische Ebene). 

4. Es gibt überall im Araum ein Eindeut (Euklidische 
Gerade). 

Mit dem Beweis der Existenz des Eindeuts» das» wie be^ 
merkt» der euklidischen Geraden entspricht» ist nun allerdings 
auch bewiesen» daß — 

Aber Haiti In Anbetracht der diesem Hauptstück voran^ 
gesetzten Worte eines bedeutenden Mathematikers woUen wir 
vorsichtig sein. 

Wenn es mir» wie ich meine» gelungen ist» ohne Heran^ 
Ziehung irgend welcher anderer Axiome oder Hypothesen 
oder dergl. als jener Erkenntnisse a priori» die zur Vorstellung 
des Araumes selbst führten» zu beweisen» daß in ihm zwischen 
irgend je zwei Punkten ein Eindeut existiert als schlechthin 
eindeutige Verbindungslinie» so ist damit bewiesen» daß in 
diesen Erkenntnissen a priori irgendMrie das enthalten war» 
was das euklidische Parallelenpostulat ausdrückt Ich befinde 
mich also in gar keinem Widerspruch zu Poincar^s Behaupte 
tung» daß ohne dies Postulat unsere elementare Geometrie 
unmöglich sei. 

Aber: es ist dann bewiesen» daß der Inhalt dieses Postulates 
wirklich im Sinne Kants ein synthetisches Urteil a priori ist» 
das abo mit der Araumvorstellung notwendig und allgemein^ 
gültig verknüpft ist. 

Hätten also gewisse Mathematiker recht mit der Behauptung» 
daß es ganz anders geartete »Räume« gebe als jenen» den der 
primitive Mensch zu kennen glaubt und aus dem der Araum 
ebenso wie alle konstruktive Geometrie gewonnen ist» so müßte"" 
in der Tat schon im organischen Teile der Kantschen Erkennt» 
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nistheorie und nicht nur in dem« was er speziell über Mathen 
matik sagt« ein Fehler enthalten sein. 

Denn von unserer Voraussetzung aus, daß Kants Erkennte 
nistheorie in allem wesentlichen richtig sei« müssen wir 

schließen, daß mit — ""Z und a + b = b -4- a zugleich das 

n n • fcF 

Eindeut gegeben ist, daß überhaupt die Existenz der Mathen 
matik auch die Existenz der euklidischen Geraden bedeutet, 
daß es wohl möglich sein mag, vom Eindeut abzusehen, also 
Beziehungen zwischen Gestalten zu betrachten, welche gelten, 
wie immer auch die »euklidischen« seien, niemals aber mog^ 
lieh vom Eindeut zu abstrahieren, also Beziehungen zwischen 
Dingen, die man Gestalten nennen könnte (d. h. die mathe^ 
matibch erfaßt werden könnten), zu finden, welche nur gälten, 
wenn die euklidischen nicht gelten. 

Unsere Voraussetzung sagt genau, daß der Araum der In^ 
begri£F alles dessen, was sich mathematisch erfassen laßt, ist, 
also auch aller sogenannten »Geometrien«. 

Unsere Voraussetzung sagt überhaupt, daß das euklidische 
Parallelenpostulat ebenso wie jedes beliebige irgendgeome^ 
trische Axiom zwar nicht dem Wortlaute nach — Mrieviel ist da 
z. B. von Bewegung die Redel — wohl aber dem Sinne nach 
schon dadurch bewiesen ist, daß es eine ihm gemäße Geometrie 
gibt, und daß daher ein Axiom oder dergl., das ein anderes 
nicht nur beiseite ließe, sondern ihm widerspräche, auch eine 
andere Mathematik verlangan würde. 

Und: es kann überhaupt kein Axiom, kein Postulat, keine 
Hypothese, kein Obereinkotomen, oder wie man einen solchen 
unbeweisbaren evidenten oder paradoxen Obersatz nennen 
^lag, in aller Geometrie geben, es sei denn, daß man so einen 
Satz nennen will, der aus allen zwischen Araumteilen mög^ 
liehen Beziehungen eine gewisse Art solcher heraushebt. Daß 
aber diese Art Beziehungen zwischen Araumteilen möglich 
sei, muß notwendigerweise aus der Definition des Araumes, 
also aus den Erkenntnissen a priori folgen. 
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So ist es klar, daß mir gar nichts an einem speziellen, sozu^ 
sagen geometrischen Beweis des Parallelenpostulates gelegen 
sein kann — ich wüßte tatsächlich nicht, was daran zu beweisen 
wäre, wenn Mathematik nur Araumlehre ist. 

Der Zweck der nachfolgenden Entwicklung, deren Ergebe 
nisse ich hier vorweggenommen habe, ist daher auch nur, zu 
zeigen, daß von den allgemeinen Qestaltungsgesetzen des 
vorigen Hauptstuckes der Weg zu irgendwelchen besonderen 
Gestalten oflFen ist, daß sie alle der Definition des Araumes 
entsprechen. 

Der Zweck ist letzen Endes, die Gestaltenlehre, die man 
als »spekulative Geometrie« bezeichnen könnte, so weit zu 
führen, daß 

1. die Allgemeingültigkeit und Notwendigkeit der wohl^ 
bekannten konstruktiven Geometrie erklärt erscheint, 

2. die Mannigfaltigkeit der Beziehungen zwischen eben 
diesen Gestalten, d. i. der Inhalt der analytischen Geometrien, 
faßbar wird, 

3. die Möglichkeit der Unterscheidung positiver, negativer 
und komplexer Größen und deren allgemeine Anwendbarkeit 
eingesehen werden kann. 

Mit den beiden letzten Punkten werden wir uns in den 
nächsten Hauptstücken zu beschäftigen haben und ich ho£fe, 
daß d^mn der scheinbare Widerspruch zwischen dieser Araum^ 
theorie und der mathematischen \^elräumigkeit, zugleich also 
der Widerspruch zwischen der Erkenntnistheorie Kants und 
neuerer Mathemathik sich aussöhnt oder daß doch die Aus^ 
söhnung gefördert wird. 

Und so beginne ich denn mit dem eigentlichen Inhalte 

dieses Kapiteb. 

1. Der UrbaU. 

Alle Nachbarpunkte eines Punktes C sind nach der Regel 
einer geschlossenen Fläche angeordnet. Die sämtlichen Nach^ 
barpunkte dieser Fläche im Araum bilden Mrieder eine ge^ 
schlossene Fläche usw. 
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Wir können den Araum so als eine Folge geschlossener 
Flächen auffassen. 

Von C können wir durch jeden seiner Nachbarpunkte eine 
Linie ziehen, welche mit jeder dieser Flachen einen Funkt 
gemeinsam hat und welche einander durchgängig oder reihum 
überall benachbart sein müssen, da sie dies in den Nachbar^ 
punkten von C sind. 

Durch diese Nachbarschaft der Linien ist an sich nicht aus^ 
geschlossen, daß die Linien gemeinsame Funkte im Sinne der 
allgemeinen Gestaltungsgesetze haben. Wir können jedoch, 
da die Linien beliebig sind, sie so wählen, daß sie benachbart 
ohne gemeinsame Funkte sind, da die unendliche Funktzahl 
keiner der Flächen fSrüher erschöpft gedacht werden kann, als 
die unendliche Nachbarpunktzahl von C. 

Dieses allgemeine BUd woUen wir nun dahin abwandehi, 
daß die von C ausgehenden Linien r untereinander gleich sein 
sollen. 

Daß es überhaupt möglich ist, von einem Funkt aus durch 
alle seine Nachbarpunkte gleiche Linien zu ziehen, ergibt sich 
aus der Gleichförmigkeit der Funktanordnung im Araum. 

Auch diese Linien r sind einander in den Nachbarpunkten 
von C reihum benachbart, bilden hier und in der Gesamtheit 
jedes ihrer folgenden Funkte je eine geschlossene Fläche K. 
Soweit dies gilt — und es gilt gewiß der Regel nach jede end^ 
liehe Schrittzahl — bilden alle ersten, zweiten, dritten usw. 
Funkte der Linie r je die 1., 2., 3. usw. Fläche K. Es könnte 
jedoch sein, daß es im Wesen der Gleichheit der Linie liegt, 
daß sie noch andere gemeinsame Funkte außer C haben 
müssen. 

Nehmen wir allgemein an, der m^te Funkt (nach der Syn^ 
thesis von C aus) einer Linie rp falle mit dem n4en Funkt der 
Linie rp + ^ zusammen. Dann muß auch der m^e Funkt einer 
Linie rp . ^ mit dem n^ten Funkt von rp zusammenfallen. 
Denn die Gleichförmigkeit der Funktanordnung im Araum 
gestattet nicht eine Ungleichmäßigkeit in dem Verhalten 2 
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solcher Linienpaare, die ganz gleich definiert sind, anzu« 
nehmen. 

Folgt der Synthesis (von C aus) nach der n#te Punkt auf 
den m<>ten Punkt, wieviel Punkte auch in einer Linie r zwischen 
beiden liegen mögen, so sind die sämtlichen m#ten Punkte der 
Linie r einander noch reihum benachbart und bilden die ge^ 
schlossene Flache Km. Daher miissen auch die n^ten Punkte 
dieser Linie r die gleiche Flache Km bilden. Das Bild der 
Flachenfolge K^ — Koo ändert sich also dadurch nicht. 

Eine Ausnahme konnte eintreten: daß alle Linien r einander 
im Reichen, n#ten Punkte schneiden. Da aber die n — l^ten 
Punkte einander noch reihum benachbart sein müssen, also 
eine endliche geschlossene Fläche Kb ~ i darstellen, sollte der 
n4e Punkt allen Punkten dieser Fläche benachbart sein, was 
unmöglich ist 

Die gesamte Schnittfigur gleicher Punkte der Linien r kann 
also nur eine Fläche K oder wohl eine Folge unendlich vieler 
solcher Flächen K sein, deren jede demnach zwar durch mehrere 
Punkte der Linien r gegeben wäre, ohne daß aber die Flächen^ 
folge an sich eine Änderung erführe. 

Diese Flächen K sind einander paarweise benachbart, ohne 
daß irgend 2 derselben gemeinsame Punkte hätten, und erfüllen 
den ganzen Araum. 

Jede hat die Eigenschaft, daß all ihre Punkte durch eine 
gleiche Linie r, Raumradius genannt, mit einem Punkte C, 
Centrum genannt, verbunden werden können. Wir nennen 
eine solche Fläche »Urballfläche«, kurz »Urball«, den von ihr 
begrenzten endlichen Araumteil, welcher auch das Centrum 
enthält, »Urballkörper«. 

Urbälle mit gleichem Centrum heißen konzentrisch. 

Die Betrachtung gilt ohne weiteres auch, wenn die Linien r 
geschlossen sind, also nach C zurückkehren, nur wird irgend 
ein Urball Kn den von diesen Linien erfüllten Araumteil 
begrenzen. Aber der Regel nach können wir auch eine ge^ 
schlossene Linie über oo führen, so daß die Betrachtung für 
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jeden Urball gilt. Die Betrachtung zeigt, daß wir die beiden 
von Ka nach C gehenden Aste der Linien r als 2 verschiedene 
Linien ansehen können, und lehrt, daß das Gesetz des Urballs 
för jeden beliebigen Raumradius gilt. 

Also ist ein Urball durch sein Centrum und einen Punkt 
seiner Flache eindeutig bestimmt 

Hierin liegt ein allgemeines Gesetz, das sich etwa aus^ 
sprechen ließe: 

Für die Bestimmung der Lage irgend eines Punktes in bezug 
auf einen anderen Punkt allein ist jede Verbindungslinie 
zwischen beiden gleichwertig. 

Es ist die Frage, ob durch eine Urball^Flache ihr Centrum 
eindeutig bestimmt ist 

Ohne weiteres ist klar, daß es kein zweites Centrum für 
alle um C konzentrischen Urballe geben kann, denn dieses 
muß auf einem der den ganzen Araum erfüllenden Urballe 
liegen und kann daher fiir diesen und jede endliche 2^ahl der 
Synthesis nach vorbeigehende und nachfolgende kein Centrum 
sein. 

Es ist die Frage, ob ein einzelner Urball Ka ein zweites 
Centrum haben kann, das also auch auf einem anderen kon^ 
zentrischen Urball Ka liegen muß. 

Wenn es so ist, so sind alle Punkte von K» Centrum von 
Kb, denn kein Punkt eines Urballes ist bezüglich seiner Lage 
g^enüber einem konzentrischen Urball der Gesetzmäßigkeit 
nach unterschieden. 

Daraus folgt umgekehrt, daß auch alle Punkte der Fläche 
Kb Centren von Km sein miissen. Denn wir wissen, daß je ein 
Punkt von Kn mit je einem Punkt von K» durch das gleiche 
Linienstück a der Raumradien (von Centrum C aus) ver# 
bunden ist 

Ist ein Punkt P^ (in Km) Centrum von Kn, so kann ich a 
hierfür als Raumradius betrachten. Da dann, wie gesagt, alle 
Punkte von Km Centren von Kb sein müssen und für jeden a 
als Raumradius zulässig ist, so ist jeder Punkt von Kb mit 
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allen Punkten von Km durch die gleichen Linien verbunden, 
ist also ein Centrum zu Km* 

Es ist also gleichgültig, ob wir den Versuch für ein Centrum 
innerhalb oder außerhalb eines Urballkörpers Kb machen. 

Wir betrachten den letzteren Fall. Das Centrum sei ein 
Punkt X der Urballfläche K» + ,. Irgendeine Verbindungs^ 
linie v zwischen X und einem Punkt von Kn steUt den R4um^ 
radius dar. 

Die Konstruktion um C als irgendeinen Punkt des Araumes, 
welche uns zum Urball führte, zeigt, daß es bei gegebenem 
Raumradius keine anderen Punkte als die des Urballs geben 
kann, die sich mit dem Centrum durch diesen Raumradius ver^ 
binden ließen, weil alle Nachbarpunkte des Centrums bereits 
ausgenutzt sind und unsere Ableitung ganz allgemein war. 

Nach dieser Konstruktion muß das Centrum innerhalb des 
von der Urballfläche begrenzten endlichen Körpers liegen, was 
für X gegenüber Kn nicht gilt 

Also kann X kein Centrum von K» sein und allgemein ist 
durch einen Urball sein Centrum eindeutig bestimmt 

Aus der Konstruktion ist femer leicht einzusehen, daß jeder 
Teil einer Urballfläche unverändert in der gesamten Urball* 
fläche in stetiger Reihendarstellung wiederholt werden kann, 
daß also die Urballfläche sozusagen »in sich verschiebbar« ist. 

Es sei mir nun weiterhin erlaubt, die mit Recht so beliebten 
der Bewegung entlehnten Ausdrücke zu gebrauchen, denn 
sie sind sehr bequem. Daß dabei nirgends an Bewegung zu 
denken ist, sondern stets an stetige Reihendarstellungen gleiche 
zeitig gegebener Gestalten, ist selbstverständlich. 

Stellen wir uns die Aufgabe, irgend eine Gestalt, z. B. eine 
o£fene Linie auf einer Urballfläche zu konstruieren. Wir be^ 
ginnen mit einem Punkt P^, der mit dem Centrum C durch 
einen Raumradius r^ verbunden ist Wir konstruieren eine 
Fläche mit r^ gleichen Folgelinien r, deren Endpunkte P die 
gewünschte Linie P^ Pn bilden. 
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Ist der Punkt P^ in bezug auf C bestimmt? Nur durch den 
Raumradius r^, der selbst durch jeden Nachbarpunkt von C 
austretend gleich konstruiert werden kann. 

Also kann man von jedem Punkte der Urballfläche aus die 
gleiche Linie in der Urballfläche konstruieren. 

Wir fragen weiter : ist der Punkt Pn in bezug auf P^ be^ 
stimmt? Nur durch die Linie P^ Pn^der Regel nach also durch 
den Nachbarpunkt von P^, Punkt Pn +i, durch welchendie 
Linie P^ Pn aus P^ austritt. 

Ist also der Punkt Pn + ^ eindeutig in bezug auf die Punkte 
P^ und C und den beide verbindenden Raumradius bestimmt? 

In bezug auf seinen Nachbarpunkt P^ wissen wir nur, daß 
er mit allen anderen Nachbarpunkten desselben in der Urball^ 
fläche regulativ eine geschlossene Linie bildet« denn die Ur^ 
ballfläche ist eine geschlossene Fläche. 

In bezug auf C wissen wir nur, daß ihn die gleiche Linie 
r mit diesem verbindet, wie jeden anderen der Nachbarpunkte 
von P^. 

In bezug auf den Raumradius r^ wissen wir nur, daß diese 
Linie r ihm durchgängig benachbart ist Auch diese Kenn# 
zeichen hat er mit allen anderen Nachbarpunkten von P^ 
gemeinsam. 

Da die ganze Gestalt der Urballfläche von der des Raum^ 
radius unabhängig ist, kann auch von der letzteren gar kein 
Unterschied in der Lage der Nachbarpunkte von Punkt P^ zu 
diesem oder untereinander entstehen. 

Also kann die gleich Linie P^ Pn auch aus demselben Punkt 
P^ durch jeden seiner Nachbarpunkte austreten, d. h. in üb» 
lieber Ausdrucksweise : 

In einer Urballfläche läßt sich jeder Teil derselben beliebig 
verschieben oder auch um einen Punkt drehen. 

Ob bei einer solchen Verschiebung oder Drehung der Linie 
Fl Pn auch die Fläche der zugehörigen Raumradien in sich 
gleich bleibt, können wir dagegen noch nicht entscheiden. 

Mit meinem Beweis für die Verschiebbarkeit einer Gestalt 
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in einer Urballfläche wäre es vorläufig sowoM zu vereinbaren» 
wenn sich die Fläche der Raumradien hierbei veränderte, als 
auch wenn sie gleich bliebe, d. h. wenn eine stetige Folge ver» 
schiedener oder gleicher solcher Flächen der stetigen Folge 
von Linien F^ P, entspräche. Im ersteren Falle müßten wir 
vielleicht schließen, daß zwischen zwei Punkten (P^ und C) 
mehrere untereinander gleiche Linien r^ denkbar sind, im letz« 
teren Falle, daß diese Linie r^ eindeutig wäre. Aber für diese 
Entscheidung sind wir noch nicht reif. 

Daher können wir nicht sagen, daß die Schnittfigur einer 
solchen Fläche von Raumradien mit einem Urball, welcher 
einem Punkte Q des Raumradius r^ entspräche, bei der Veri» 
Schiebung v^nPi Pn eben^dls gleich bleibt In der Tat müßten 
wir dann die Beziehungen der Nachbarpunkte von Q^ nicht 
nur zu Q^und C, sondern auch zu P^ prüfen, wozu uns jedes 
Mittel fehlt 

Wir können somit sagen: 

Von einem Punkte einer Urballfläche aus lassen sich in 
dieser gleiche Linien durch alle Nachbarpunkte des Punktes 
ziehen. 

Ich behaupte: sind in einer Fläche die Nachbarpunkte jedes 
ihrer Punkte nach einer geschlossenen Linie angeordnet, so 
müssen sich alle offenen Linien, welche von einem Punkte der 
Fläche aus in dieser durch alle seine Nachbarpunkte gezogen 
werden, bei hinreichender Verlängerung in einem zweiten 
Punkte schneiden, und damit ist die ganze Fläche von Linien 
bedeckt 

Die so definierte Fläche ist eine geschlossene Fläche, d. h. 
sie begrenzt einen wenigstens r^ulativ endlichen Körper. Sie 
läßt sich femer weder durch einzelne Punkte noch durch ein^ 
zelne ofFene Linien in zwei Teile teilen. 

Die durch alle Nachbarpunkte eines Punktes austretenden 
Linien sind einander reihum benachbart und müssen durchs 
gängig in diesem Verhältnis der Nachbarschaft bleiben. Ihre 
Endpunkte bilden daher stets geschlossene Linien, von welchen 
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stets eine (bei einfacher Bedeckung die der Synthesis nach 
letzte) den bedeckten Teil der Fläche von dem unbedeckten 
abgrenzen. Bei hinreichender Verlängerung der als Folgelinien 
deutbaren Linien in den unbedeckten Teil der Fläche kann 
ihrer Nachbarschaft reihum und der geschlossenen Form der 
Leitlinien nur genüge getan werden durch die Regel der sämt^ 
Uchen Nachbarpunkte eines Punktes fiir letztere, in welchem 
Punkte sich alle Folgelinien schneiden müssen. 

Das gilt demnach auch für die gleichen Linien« welche von 
einem Punkte eines Urballs aus gezogen werden. 

Daher gibt es auf einem Urball zu jedem Punkte mindestens 
einen zugeordneten, welcher sich mit dem ersten durch lauter 
untereinander gleiche Linien verbinden läßt. 

Wir können leicht einsehen, daß es nur je einen solchen zu^ 
geordneten Punkt gibt. 

Wir denken uns einen Urball K» mit dem Centrum C. In 
seiner Fläche sei O ein Punkt und O^ ein ihm in vorgenannt 
tem Sinne zugeordneter. In den diesen beiden Punkten ver^ 
bindenden untereinander gleichen Linien nennen wir die der 
Synthesis von O aus gleichwertigen Punkte homologe Punkte. 
Nach der Konstruktion sind solche Punkte auch bezüglich 
O^ homolog. 

Homologe Punkte dieser Linien sind nach der Konstruktion 
in je einer geschlossenen Linie angeordnet Die Gesamtheit 
dieser bedeckt den ganzen Urball. Eine solche Linie nennen 
wir eine Rundlinie, oder kurz ein »Rund«. Soweit wir bis jetzt 
wissen, lassen sich ihre sämtlichen Funkte mit den Punkten O, 
C und Ol durch je untereinander gleiche Linien verbinden. 
Daher liegt jedes Rund auf drei Urballflächen, bildet also eine 
Schnittlinie solcher, nämlich des Urballes K (C) um C, des 
Urballes K (O) um O und des Urballes K (0^) um O^. Ob 
diese Urbälle noch andere Linien oder Punkte gemeinsam 
haben, sei dahingestellt. 

Daraus folgt, daß jedes Rund so wie gegenüber C auch 
gegenüber O und O^ von der Gestalt der Radien unabhängig 
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ist, d. h. all seine Punkte lassen sich z. B. mit O durch untere* 
einander gleiche Linien verbinden, wie immer diese gewählt 
sein mögen. Ich nenne diese Linien allgemein wie bisher Raumi* 
radien, liegen sie in einer Urballfläche so wie die zuerst be^ 
trachteten, »Oberflächenradien« des Rundes. Die Punkte O 
und Ol nenne ich »Oberfiächenmittelpunkte« des Rundes. 

Wir können also nicht hoffen, durch Wahl einer anderen 
Linie als Oberflächenradius von O aus neben O^ einen andei* 
ren zugeordneten Punkt J zu finden. 

Die Frage ist also, ob überhaupt irgend eine Folge gleicher 
von einem Punkt ausgehender Linien auf einem Urball ein# 
deutig ist oder nicht. 

Verbinden wir O und O^ durch eine Folge von Linien o, 
so bedecken diese die ganze Urballfläche irgendwie. Der Punkt 
J liegt also in einer dieser Linien, z. B. o^. Der Punkt J muß 
sich also auch durch lauter Linien, welche dem Linienstück O J 

= -^ (d. h. einem Teil der Linie o^) gleich sind, mit O ver^ 

binden lassen. 

In der Folge der ganzen Linien o bilden die dem Punkte J 
homologen Punkte ein Rund mit O und O^ als Oberflächen« 

mittelpunkten. In der Folge der Teile ~ dieser Linien o fallen 

diese homologen Punkte in einem Punkte J zusammen. 

Bildlich gesprochen: man könnte die Linie — in verschiede« 

ner Weise im Urball K (C) um den Punkt O drehen, ein 
Ausdruck, der allerdings das mißliche hat, daß man an die 
Verschiedenheit einer Rechts« oder Linksdrehung denkt, die 
natürlich für uns keinerlei Sinn hat. 

Es müßte unendlich viele Möglichkeiten dieser Drehung 
geben, denn was für J gilt, gilt für das ganze Rund der homo« 
logen Punkte und umgekehrt ist leicht einzusehen, daß es ein 
ganzes Rund von dem Punkte 0| homologen geben müßte. 

Das ganze Rund der zu O^ homologen Punkte müßte also 
der Synthesis der Linien o von O aus nach einmal vor und 
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einmalnach dem Rund der zu J homologen Punkte erscheinen, 
was nicht sein kann. 

Es gibt also auf jedem Urball nur einen Punkt, welcher sich 
mit einem bestimmten anderen Punkte durch lauter gleiche 
Linien in der Urballfläche verbinden läßt. Ich sage kurz: zu 
jedem Punkte eines Urbatles gehört ein »Gegenpunkt«. 

Durch ein solches Gegenpunktpaar ist die Gesamtheit der 
zugehörigen Runde eindeutig bestimmt, wie die vorstehenden 
Überlegungen zeigen. D. h. : durch ein Gegenpunktpaar ist 
ein Urball eindeutig bestiromt, der eben nichts anderes ist als 
die Gesamtheit dieser Runde. 

Hieraus folgt weiter: Man kann irgend zwei Punkte im 
Araum als Gegenpunkte auffassen. 

Noch allgemeiner: was für ein Punktpaar im Araum gilt, 
gilt für jedes Punktpaar. Denn da man einen Urball nicht seiner 
Größe nach am Araum messen, also bestimmen kann, ist auch 
die Lage des Gegenpunktes eines Punktes bezogen auf letz« 
teren, welche eben durch einen Urball gemessen oder bestimmt 
wird, wohl in bezug auf den Urball, nicht aber in bezug auf 
den Araum bestimmbar. 

Ehe wir aus diesem Satze Nutzen ziehen, wollen wir uns 
die Runde auf einem Urball etwas näher betrachten. 

Vorhaben den Urball K (C) mit dem Centrum C, auf seiner 
Oberfläche die beiden Gegenpunkte O, O^ als Centren der 
UrbäUe K (O) bezw. K (OJ. Die Punkte O und O^ sind 
durch die Linie o auf der Urballfläche K (C) verbunden, ein 
Punkt J derselben beschreibt bei Drehung von o um O und 
Ol ein Rund R (J), welches also die Schnittlinie der drei Ur« 
bäUe K (C), K (O), K (OJ ist. Der Urball K (C) ist von 
lauter derartigen Runden als entsprechenden Urballschnitt» 
linien bedeckt Fasse ich diese Runde als Folgelinien von 
K (C) auf, so gilt alles über solche gesagte. Diese Folgelinien 
haben jedoch das besondere, daß nirgends zwei benachbarte 
einen Punkt gemeinsam haben können, es sei denn, daß sie 
alle Punkte gemeinsam hätten, also zusammenfielen. Denn 
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wenn der n^te Punkt einer Linie o^ mit dem m^en Punkt einer 
Linie o^ zusammenfiele, gälte dies reihum für alle Linien o. 

Wir können also die Linien o so wählen, daß sie mit jedem 
Rund nur je einen Punkt gemeinsam haben. 

Es ist femer nicht möglich, daß einer der Urbälle K (O) 
oder K (O^) mit K (C) andere Punkte gemeinsam habe, ak 
die des Rundes R ( J) wie aus der Konstruktion hervorgeht. 
Ob das gleiche für die UrbäUe K (O) und K (O,) gilt, lassen 
wir offen. 

Jedes Rund ist in sich verschiebbar. Auch das folgt für den 
Urball K (C) aus der Konstruktion und gilt für die Urbälle 
K (O) und K (O^), weil wir diese nur durch die Punkte O 
und Ol und das Rund definiert haben. 

Wir gehen nun von den beiden Punkten O und O^ auf 
K (C) mit gleichen Flächenradien aus von Rund zu Rund. 
Also: wir ziehen eine Linie o von O nach O^ und eine gleiche 
Linie o^ von O^ nach O. Wir drehen diese beiden Linien um 
O und Ol* Dann muß es ein Rund geben, welches homologen 
Punkten beider Linienfolgen entspricht, also eine Schnittlinie 
zweier gleicher Urbälle um O und O^ ist. 

Wir können auch so sagen : wenn wir gleich viel Runde von 
O und Ol aus abzählen und beider 2^ahl stets gleichmäßig 
noch um ein Rund vermehren, müssen wir der Regel nach die 
ganze Urballfläche bedecken. Also müssen zwei gleiche Runde 
in einem aneinandergrenzen, d. i. zusammenfallen. 

Die letztere Darstellung zeigt am deutlichsten, wie unab« 
hängig von der Gestalt der Linie o bezw. o^ diese Konstruk« 
tion ist, daß es ako zu einem Gegenpunktpaar nur ein solches 
Rund gibt, das wir »Hauptrund« nennen wollen. 

Irgend ein Punkt H des Hauptrundes R (H) läßt sich mit 
O und Ol durch gleiche Linien verbinden. Folglich liegen 
O und O^ auf einem Urball um H ak Centrum und auf 
einem Rund R (O) als Schnitt dieses Urballes mit dem Ur^ 
baU K (C). 

Betrachten wir die Punkte O und H und eine Verbindungs« 
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linie O H zwischen beiden in K (C). Die beiden Punkte sind 
in bezug auf K (C) ununterscheidbar. Die Gestalt der Linie 
O H ist beliebig und umkehrbar zwischen O und H. Wenn 
also um O mit O H ak Oberflachenradius ein Hauptrund bei* 
schrieben wird» gilt dasselbe für H mit H O ak Oberflacheni* 
radius. In diesem Hauptrund ist außer O aber auch O^ ent^ 
halten. 

Was für einen Punkt H des Hauptrundes R (H) gilt, gilt 
fiir jeden Punkt desselben. Also enthalt jedes Hauptrund durch 
O auch den Gegenpunkt O^ » da das Hauptrund R (H) mit 
O und Ol als Oberflächenmittelpunkten eindeutig war. Wir 
können ako folgende Satze aussprechen: 

Zwischen zwei Gegenpunkten sind unendlich viele Haupt» 
runde möglich, welche die ganze Urballflache bedecken. 

In jedem Hauptrund kt der Gegenpunkt jedes seiner Punkte 
enthalten. 

Durch zwei Punkte, welche nicht Gegenpunkte sind, läßt 
sich nur ein Hauptrund legen. Wir sehen nämlich, daß die 
unendlich vielen Hauptrunde, we}che sich durch O und O^ "^ 
legen lassen, gleiche Linien sind, also geeignet als Ober» 
flächenradien jedes Rundes mit O und O^ ak Oberflächen» 
mittelpunkten. Wenn wir ako durch O und irgend einen an» 
deren Punkt, der nicht O^ sein soll, ein zweites Hauptrund 
ak in der durch die Punkte O und O^ gegebenen Folge an» 
nehmen, kommen wir wieder auf die verschiedenartige Dre» 
hung einer Linie um die beiden Punkte O und O^ in K (C), 
welche bereits ak unmöglich erkannt wurde. 

Daher bildet auf einem Urball ein Hauptrund dne eindeu» 
tige Verbindung zwkchen zwei Punkten A und B, die nicht 
Gegenpunkte sind, wenn wir festlegen, daß wir denjenigen 
Teil des Hauptrundes betrachten, welcher der Synthesk von 
A aus nach den Punkt B vor dem Gegenpunkte von A durch» 
läuft und umgekehrt. Man wird d^er bequemerweise ak 
Oberflächenradien im ferneren allgemein Hauptrundlinien 
wählen. 
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Es ist möglich, daß man von hier aus eine Geometrie der 
Urballfläche entwickeln könnte, aber unser Ziel liegt ander« 
warts. 

Und so ziehen wir denn in Euklids Namen eitle Gerade. 

Zwei Punkte des Araumes O und O^ . 

Durch diese Punkte als Gegenpunktpaar ist ein Urball 
K (O Ol) eindeutig gegeben. 

Durch den Urball K (O O^) ist sein Centrum C eindeutig 
g^eben. 

Durch das Punktpaar O und C ak Gegenpunkte ist ein 
Urball K (O C) eindeutig gegeben. 

Auf diesem Urball ist C Oberflachenmittelpunkt des Vt* 
balls K (O Ol), dessen Oberflachenradius das Hauptrundo 
stück C O ist. Daher können wir sagen: der Urball K (O C) 
hat nur den Oberflächenpunkt O mit dem Urball K (O O^) 
gemeinsam und liegt ganz innerhalb des letzteren, ist also ein 
Teil von ihm. O^ liegt also außerhalb K (O C). 

Durch den Urball K (O C) ist sein Centrum A eindeutig 
' gegeben. A liegt innerhalb K (O C) kann also nicht mit O^ 
zusammenfallen. 

Durch die Punkte C und A als Gegenpunkte ist ein Urball 
K (C A) eindeutig gegeben. 

Der Urball K (C A) hat nur den Oberflächenpunkt C mit 
dem Urball K (O C) gemeinsam und liegt ganz innerhalb des 
letzteren, ist also ein Teil von ihm. O und O^ liegen also außer« 
halb K (A C). 

Durch den Urball K (A C) ist sein Centrum B eindeutig 
gegeben. B liegt innerhalb K (A C), kann also nicht mit O 
oder Ol zusammenfallen. 

Dieses Verfahren läßt sich beliebig weit fortführen und wir 
erhalten immer neue Punkte, die alle durch die beiden Anfangs« 
punkte O und Oi eindeutig bestimmt sind. Da jeder zuletzt 
betrachtete Urball ein Teil des vorhergehenden ist, bildet dies 
eine Regel unbegrenzter Teilung, deren Ende wir nur durch 
die Regel denken können, daß die beiden Gegenpunkte des 
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letzten Urballs in dem zugehörigen Centrum aneinander 
grenzen, bezw. dessen Nachbarpunkte sind. 

VC^r haben hierbei der Einfachheit halber stets in jedem 
Urball nur das Centrum unfl einen der beiden Gegenpunkte 
zu einem Gegenpunktpaar des nächsten Urballs erhoben. Es 
ist klar, daß dasselbe für das Centrum und den andern Gegeni* 
punkt gilt. 

So würde die Regel der unendlichen Teilung zu einer stetig» 
gen Punktfolge, in welcher jeder Punkt nur zwei Nachbar^» 
punkte hat, also zu einer offenen Linie führen. 

Es ist auch klar, daß wir diese über O und O^ hinaus veri* 
langem können, indem wir z. B. O als Centrum eines Urballes 
betrachten, und den auf diesem dem Punkte O^ zugeordneten 
Gegenpunkt suchen usw. für jeden folgenden Urball. . 

Aber diese Schlußweise ist nur zulassig, wenn wir zuvor 
beweisen, daß zwei Urbälle, deren einer durch das Gegeni* 
punktpaar O und C, deren anderer durch das Gegenpunkt^ 
paar O^ und C gegeben wird, nur den einen Punkt C ge^ 
meinsam haben, wenn C, wie vorausgesetzt, Centrum eines Ur» 
balles ist, auf welchem O und O^ zugeordnete Gegenpunkte 
sind. Denn wir können sonst nicht sagen, daß jeder neu gei* 
fundene Punkt ein anderer des Araumes sein müsse ak jeder 
vorher gefundene. 

Wir wissen aber, daß C durch O und O^ eindeutig bestimmt 
ist. Was heißt das? 

Zwei Punkte können wir zueinander in Beziehung setzen 
durch eine Verbindungslinie. Wir wissen ako, daß zwischen 

und Ceinerseits, O^ undCandererseitsgleiche Verbindungsi* 
linien möglich sind. Soll der Punkt C eindeutig durch O und 

01 gegeben sein, so muß diese Beziehung eindeutig sein, d. h. 
kein anderer Punkt des Araumes darf sich mit O und O^ durch 
eben die gleichen Linien verbinden lassen, denn die Beziehung 
all solcher Punkte zu O und O^ würde ununterscheidbar gleich 
sein. 

Tatsächlich sagen wir nichts anderes als eben das, wenn wir 
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folgern: durch O und O^ ist ein Urball eindeutig gegeben 
und durch diesen sein Centrum C. Denn wir wählen se eini* 
fach als Verbindungslinie zwischen O und C den Oberflächeni* 
radius des zu O und O^ gehörigen Hauptrundes im Urball 
und von dessen Endpunkt irgend einen Radius nach C. 

Also haben zwei Urbälle mit O und O^ ak Centren, welche 
den Punkt C gemeinsam haben, keinen anderen Punkt gt^ 
meinsam. 

Somit haben wir eine offene, regulativ unendliche Linie 
gefunden, deren samtliche Punkte durch zwei Punkte O und 
Ol eindeutig gegeben sind. 

O und Ol sind ak irgend zwei Punkte des Araumes zu 
betrachten, wie ich schon früher ausgeführt Also gibt es 
zwischen irgend zwei Punkten des Araumes eine schlechthin 
eindeutige Linie. 

Das heißt auch: jeder Punkt P der gefundenen Linie O O^ 
ist durch O und O^ eindeutig bestimmt, oder, hach dem weiter 
oben bereits ausgefürten: ziehe ich irgend eine Linie O P und 
irgend eine Linie O^ P, so darf kein anderer Punkt des Arau# 
mes dem gleichen Paar von Verbindungslinien entsprechen. 
Wenn ich also um O und O^ als Centren mit O P und O^ P 
ak Raumradien Urbälle beschreibe, haben diese nur den 
Punkt P gemeinsam. Wir sagen, daß sie sich im Punkte P 



Daher kann man diese zwkchen zwei Punkten eindeutige 
Linie definieren als den Ort aller Berührungspunkte aller um 
diese Punkte beschriebene Urbälle. 

Die so definierte Linie nenne ich »das Eindeut«. 

Der Volktändigkeit wegen gehe ich noch einen Schritt 
weiter. 

Alle Eindeute, welche Gegenpunkte eines Hauptrundes ver» 
binden, gehen durch das Centrum desselben, da dies für ein 
Gegenpunktpaar gilt. Da diese Eindeute in den Punkten des 
Hauptrundes reihum benachbart sind, sind sie es überall, sie 
bilden eine Fläche, die wie die Eindeute selbst unendlich ist, 
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und welche durch zwei sich schneidende Eindeute eindeutig 
bestimmt ist« 

Sie ist nämlich eindeutig bestimmt durch ein Hauptrund, 
dieses durch iwei Punkte auf einen Urball, die nicht Gegeni» 
punkte sind. Der Urball ist eindeutig bestimmt durch zwei 
Gegenpunkte. Ist also durch zwei Gegenpunkte ein Eindeut 
gegeben und durch einen weiteren Punkt des Hauptrundes 
und das Cetrum ein weiteres Eindeut, so ist die ganze Gestalt 
samt der gefundenen Flache eindeutig gegeben. 

Eine solche Flache, definiert ak Ort aller vom Centrum eines 
Urballes durch alle Punkte eines Hauptrundes derselben gt^ 
zogenen Eindeute, nenne ich das »Urblatt«. 

Es ist nicht schwer, von hier im gleichen Stile weiterzugehen, 
zu sehen, daß Eindeut und Urblatt, jedes »in sich verschiebbar« 
sind, also keine ausgezeichneten Punkte haben, wie es bisher 
noch scheinen könnte. Die Definition der V(lnkel im Urblatt 
könnte folgen und akbald die Bestätigung, daß in einem Dreii» 
ecke, dessen Seiten Eindeute wären, die Winkelsumme im 
Urblatt 180® sei oder dergL was eben dem euklidischen Paral^ 
lelenpostulate gleichzuachten ist. 

Aber darauf kommt es mir, wie gesagt, gar nicht an. Und 
sollte in dieser Entmcklung allzubekannter Gestalten irgend 
ein Gedankensprung oder ein »implicites Axiom« unterlaufen 
sein, so wäre das wohl für mich ärgerlich. Aber es ist klar, daß 
bei meiner Auffassung mir die Unfehlbarkeit der Mathematik 
selbst dafür bürgt, daß ein solcher Fehler, erst gefunden, auch 
zu beseitigen sein wird. 

Bedeutsam aber ist die grundsätzliche Frage, ob diese ganze 
Gestaltenlehre nicht zu sehr von der Anschauung oder Ge« 
wohnheit geleitet ist. 

Ich gehe daher kurz auf diesen Vorwurf ein, obgleich das 
streng genommen nicht zur Sache gehört. 

Ich meine in der Tat nicht, daß ich mich von der Gewohnt 
heit odereinerscheinbaren Evidenz habe beeinflussen lassen. Ist 
es, um nur ein Beispiel von vielen zu nennen, anschaulich, daß 
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die Linien, welche von einem Punkte durch all seine Nach# 
barpunkte austreten, einander überall ebenso benachbart sind, 
wie in diesen Nachbarpunkten? 

Das scheint mir im Gegenteil höchst unanschaulich und 
folgt wie diese ganze Gestaltenlehre nur aus der Form unserer, 
d. h. überhaupt menschlicher Vernunft. 

Noch deutlicher spricht vielleicht folgendes Beispiel. 

Manche Mathematiker sprechen zur Erläuterung ihrer Theo^» 
rien gern von anderen Welten und deren Wesen oder sie f or«^ 
mulieroi denselben Gedanken wohl auch so, daß wie uns in 
eine »andere Umgebung« versetzt denken könnten. 

Ob sie nun wirklich meinen, die Mathematik könne uns 
über derartiges Aufschluß geben, was unserer spekulativen 
Vernunft sonst verschlossen ist, oder ob sie es ak Gleichnisse 
für unaussprechliches Zahlenwesen gebrauchen, sei dahin« 
gestellt. Ich meine allerdings, daß selbst im letzteren und besser 
ren Falle das Verfahren unglücklich ist. Denn so gut es sein 
mag, vom Reiche Gottes in Gleichnissen zu reden, dieweil es 
nicht von dieser Welt ist, so wenig will mir dies für Recheni* 
bares gefallen, das gewiß von dieser Welt ist 
^ Nun gut. Ich entnehme z. B. Poincares eingangs zitiertem 
Buche die Beschreibung einer solchen andersgearteten »hypoi» 
thetischen« Welt. Das Kennzeichen derselben ist ein beson« 
deres »Temperaturgesetz«. Die Welt hat sozusagen ein Zen# 
trum mit einer Maximaltemperatur. Die Temperatur imübrigen 
Weltraum ist niedriger und zwar irgendwie umgekehrt pro^» 
portional dem Abstand von dem Zentrum. Alle Dinge eini» 
schließlich der Lebewesen haben im Zentrum eine Maximal« 
ausdehnung und werden sonst proportional der Temperatur 
kleiner. Das Ganze strebt assymptotisch oder unvollendbar 
einer Grenzkugel zu. 

Die Wesen jener Welt — so meint Poincare — hätten gewiß 
eine andere Geometrie entwickelt als wir. 

Das bezweifle ich aber entschieden. 

Wenn man dieses als »hypothetische Welt« bezeichnete 

108 



Ding in der etwas ausfuhrlicheren Originaldarstellung näher 
betrachtet, sieht man leicht, daß von allem, was zu unserem 
Begriff der Temperatur oder Warme gehört, gar nichts übrig 
ist, als daß die Gegenstände unter ihrem Einfluß ihre räum# 
liehe Ausdehnung ändern. 

Man könnte ebensogut Wärme Wärme sein lassen und 
annehmen, daß in einer Welt die Größenverhältnisse aller 
Dinge sich genau in der geforderten Weise infolge »irgend« 
einer Ursache ändern. Die zufalligen Wärme Wirkungen spiel» 
ten in dieser Welt genau dieselbe Rolle, wie in der unseren. 
Und überhaupt — das könnte dann gut unsere Welt sein. 
Wir, die Lebewesen dieser Welt, können von der Größen^ 
Verschiedenheit der Dinge je nach der Lage zum Weltzentrum 
nichts merken, eine Voraussetzung, die auch Poincare für die 
Wesen seiner Welt macht. 

Ich frage nun : in welchem Punkte hätte i^h meine Ableitung 
für Größen^ und Gestaltenlehre, für die ganze Araumtheorie, 
ändern müssen? 

Wohl in keinem, es sei denn, daß man folgende kleine »Hy» 
pothese« zu den anderen hinzufügt: »Die Wesen dieser Welt 
können den Unterschied, den das Reale infolge jener nicht näher 
bekannten Ursache erleidet, nicht ab«^ oder zunehmend denken, 
also von diesem Unterschied auch nicht abstrahieren. 

Dann aber will ich eher alle Fabelwesen aus »Tausend^^und« 
eineiiNacht« als »hypothetische« gelten lassen, als diese Uni» 
wesen, die eine durchaus andere Vernunft als die menschliche 
haben. 

Eine andere, sehr beliebte, vielzitierte Welt ist eine »zvrtu 
dimensionale« mit »zweidimensionalen« Wesen. Sie ist be«^ 
sonders dadurch interessant, daß sie gelegentlich in »gemeinte 
verständlicher« Weise als Sprungbrett zur»vierdimensionalen« 
gebraucht wird. Nämlich: ungefähr wie jene angeblich wohl<> 
vorstellbaren Zweidimensionalen unserer dritten Dimension 
gegenüberstehen, so stehen wir Dreidimensionale der vierten 
gegenüber. 
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Nun können wir uns zwar gewiß eine vulgo^zweidimen« 
sionale Fläche — gesetzt, etwas derartiges sei gemeint — in 
unserem vulgo^dreidimensionalen Vulgo^raum vorstellen^ ako 
abgesehen davon» was außerhalb dieser Flache in der vulgo^ 
dritten Dimension sei oder wie immer diese dritte sei. 

Das aber, was diese Flache zu einer Spezialweit und ihre 
Wesen zu Spezialwesen machen würde, wäre nur die Ab« 
straktion von der vulgo^dritten Dimension, ako Aussagen 
über die Fläche, welche nur oder auch richtig wären, wenn 
sie nicht Teil des vulgo^dreidimensionalen Araumes wäre. 
Damit aber versuchen wir wiederum, aus unserer Vernunft 
zufahren. 

Noch manches ließe sich so über Mathematik und Märchen, 
Gestalten und Gespenster, über »Empfindungen, denen ein 
mit einer zweidimensionalen Netzhaut versehenes Wesen uni* 
terworfen wäre, welches sich im vierdimensionalen Raum be^ 
wegen könnte«, oder gar über das Mirakel sagen, daß alle 
Wesen aller Welten die gleiche Mathematik haben, einschließe 
lieh der Wesen in »Grinmis Haushypothesen«. 

Aber es ist vielleicht lohnender, auf der Erde zu bleiben. 
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V. HAUPTSTÜCK 



GLEICH UND GLEICH 

Bedenken wir» was wir gewonnen haben und was wir weiter 
wollen. 

Wir haben die Grundzüge einer Araumlehre entwickelt, 
d. h. eine Lehre von unserem lieben alltäglichen Erfahrungs^ 
räum unter Abstraktion von allen Gegenstanden der Empfing 
düng» oder genauer gesprochen eine Lehre über die Gesetze 
der Beziehungen von Teilen dieses Raumes zueinander» und 
zwar einmal der Größe nach und einmal der Gestalt nach. 

Zueinander» d. h.» daß sich ein solcher Araumteil weder 
seiner Größe nach am Araum messen läßt» noch seiner Gestalt 
nach ihm eine Lage im Araum zugeschrieben werden kann» 
da Größe und Gestalt des Araumes selbst eben nur regulativ 
vom endlichen Teil aus gegeben sind. 

Es ist uns klar» daß einer Größe jede Gestalt zukommt und 
einer Gestalt jede Größe» weil jeder Raumteil» der konstitutiv 
gegeben werden kann» regulativ eine unendliche Punktzahl 
darstellt 

Es ist uns klar» daß es keine Größe gibt» welche keine Gt^ 
stalt wäre» und keine Gestalt» welche keine Größe wäre. 

Die Größenlehre gestattet» Gesetze der Größenverhältnisse 
aufzustellen» welche für irgend welche Gestalten gelten» die 
Gestaltenlehre Gestaltungsgesetze» welche für irgend welche 
Größen gelten. Jedes Größenverhältnis ist durch Gestalten 
vielfach darstellbar» jedes Gestaltungsgesetz durch Größen 
vielfach ausmeßbar. 
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Im einzelnen gegebenen Falle eines nach Größe und Gestalt 
relativ bestimmten Araumteiles sind Größeni* und Gestalten«^ 
lehre vollkommen äquivalent. Relativ bestimmt ist eine Größe 
durch eine Vergleichsgröße, eine Gestalt durch ihr Gesetz. 

Es ist klar, daß bis jetzt auch die Vergleichsgröße, die Ein«^ 
heit, ein^ endliche Gestalt ist, durch welche der Regel nach eine 
bestimmte, wennschon unendliche Punktzahl vorgestellt wird. 

Die Gleichheit zweier Linien verschiedener spezieller Ge« 
staltungsgesetz^ (z. B. Bogen und Eindeut) der Größe nach 
kann definiert werden durch die Möglichkeit einer stetigen 
Reihendarstellung von Linien regulativ gleicher Punktzahl, 
deren Glieder die beiden gemessenen Linien sind. Analog (ur 
Flächen und Körper. 

Nicht so die Messung aller drei Gattungen von Gestalten 
durch eine Eii^ieit, wie dies durch die Form 

1cm Xlcm = lcm* 
1 cm * X 1 cm = 1 cm • 
den Anschein hat. 

Wir wissen, daß in Wahrheit die Gleichungen lauten: 

(1 X 1) cm ^ = 1 cm * 
(lxl)cm'=lcm' 
d.h. daß wir zum voraus wissen müssen, daß wir Flächen oder 
Körper messen, damit die Gleichungen einen Sinn haben, und 
die Schreibweise besagt nur, daß die beiden Einheiten propor» 
tinal 2 bezw. 3 Längeneinheiten sind. 

Allerdings ist letzteres hier, wo es sich nur um Araumteile 
handelt, wohl nicht nur ein Obereinkommen, sondern durch 
die Gestaltungsgesetze gegeben. Denn der Regel nach ist die 
Anzahl der Folgelinien einer Fläche gleich der Punktzahl einer 
Leitlinie, so daß die Punktzahl der ganzen Fläche proportional 
derjenigen zweier Linien sein muß. 

Ebenso ist die Anzahl der Folgeflächen eines Körpers der 
Regel nach gleich der Anzahl der Punkte einer Leitlinie in einer 
Leitfläche, also die Punktzahl des ganzen Körpers proportio<> 
nal derjenigen dreier Linien. 
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Freies Obereinkotnmen ist dagegen wohl der Proportion 
nalitäts£aktor 1 fär die Flache eines Quadrates mit der Seiteni* 
lange 1 cm. Würde man ak Flacheneinheit eine Kreisfläche mit 
dem Radius 1 cm wählen, gleich 1 Cm ^ »1 Cirkularzenti<> 
meter«, während also die Bezeichnung cm \ »Quadratzenti^ 
meter«, keinen gebräuchlichen Sinn hätte, so gälte för ein 
Quadrat mit der Seitenlänge 1 cm die Gleichung 

l/^*cm X 1 cm <» l/^r Cm 
oder in der sinngemäßen Form geschrieben 

(1/ji X 1) Cm = l/n Cm 
Dagegen wäre 1 cm X 1 cm »■ (1 X 1) Cm »> 1 Cm eben die 
Fläche des Kreises mit dem Radius 1 cm. Ijn wäre der Fro# 
portionalitätsfaktor för die Quadratfläche. Vielleicht sprächen 
wir dann von der Unmo^chkeit der Ziriculatur des Qtia^ 
drates, ohne daß sich jedoch das' Wesen dieses Problems im 
mindesten ändern würde. 

Die Gleichung 1 cm X 1 cm «» 1 cm ' ist das einfachste Bei^ 
spiel eines Gestaltenproduktes mit der Merkwürdigkeit, daß 
die Benennung links und rechts des Gleichheitszeichens ver# 
schieden ist, nicht, wie die Größenlehre vorsdureibt, einfach 
R T, d. h. gleiche Araumteile. 

Wahrend das Gleichheitszeichen in einer einfachen, rein« 
mathematischen Gleichung, z. B. a X b — c, sagt, daß a Araum^ 
teile, welche aus je b ak Einheit gewählten Araumteilen be^ 
stehen, gleich einem Araumteil von c ebensolchen Einheiten 
sind, sagt das Gleichheitszeichen in einem Gestaltungsprodukt 
a cm X b cm ^ => c cm ^ daß das Produkt der Anzahl a von 
gewissen Araumteilen mit der Anzahl b gewisser anderer 
AraumteUe gleich ist der Anzahl c gewisser, wiederum an^ 
derer, Araumteile. 

Der Sinn des Gleichheitszeichens im einen und anderen 
Falle ist also verschieden. In der Tat kann man das Produkt 
zweier Strecken ebenso gut in einer dritten wie in einer Fläche 
deuten und für jede dieser drei Strecken eine andere Längen« 
einheit zugrunde legen, wenn man mit Benennungen arbeitet, 
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so daß die Zahlenveifaältnisse mit den Maßverhältnissen nicht 
ohne weiteres übereinstimmen. 

Diese Ungleichheit der Gleichheit ist leicht zu durchschauen, 
denn tatsächlich handelt es sich schon hier, mehr noch im 
Rechnen mit dem technischen cm -* kg — sec<>System, um 
angewandte Größenlehre, nicht eben um diese selbst. 

Ein Gestaltenprodukt, welches an sich dem Begriff eines 
Produktes schon vollkommen widerspricht, da man Gestalt 
nicht gestaltmal als Faktor setzen kann, setzt natürlich eine 
empirische Festsetzung voraus über die Proportionalität der 
Anzahlen verschiedener Einheitsgrößen z. B. cm, cm^ cm^ 
kg a> 10 m Wassersäule, sec =: x cm Zeigerweg usw. 

Eben das drückte ich bereits anläßlich der Größenlehre da^ 
durch aus, daß wir bei einem solchen Produkt 

lcmxlcm=lcm* 
zum voraus wissen müssen, daß wir eine Fläche errechnen 
wollen, also im Grunde beiderseits der Gleichung eine Bei* 
nennung R T «= cm^ haben. 

Es gibt aber noch andere Fälle, in denen das Gleichheits« 
zeichen nicht eben das besagt, was es in irgend einer Gleichung 

a + b »« c 
bedeutet und wo diese Tatsache einerseits nicht so leicht *zu 
sehen ist, anderseits aber die Frage der gleichen Teilbar # 
keit solcher verschiedener Einheiten verständlich werden wird. 
Denn diese muß irgendwie gegeben sein, da wir die Rechen« 
formen der reinen Größenlehre auch hier anwenden. 

Diese Fälle finden sich unter den Gleichungen der allge« 
meinen Formen f (x y z u v ...)»> 0, ako unter den Funk« 
tionen. 

Im allgemeinen sagt eine Funktion, daß es viele Werte für 
X, y, z usw. gibt, welche der Gleichung f (x y z . . ) == ent« 
sprechen, z. B. daß unendlich viele Werte für x und y der 
Funktion x* -j- 7* = r* genügen. 

Man nennt daher x, y, z • • . Velränderliche oder Variable, 
oder — leider — auch »Dimensionen«. Zwar liegt an einem 
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Namen nicht viel, aber dieser hat viel Verwirrung angerichtet. 
Übrigens ist natürlich auch die Bezeichnung »Veränderliche« 
nicht wörtlich zu nehmen. Jeder Blick auf ein Koordinateni* 
System zeigt, daß alle Werte der Veränderlichen gleichzeitig 
existieren. 

Wenn wir uns nun vorläufigüber die Schwierigkeiten, welche 
uns etwa aus dem Auftreten negativer oder imaginärer Zahlen 
erwachsen mögen, hinwegsetzen, so können wir a priori be^ 
haupten, daß verschiedene Veränderliche einer Funktion ver^ 
schiedene Gestalten sind. 

Denn betrachten wir der Einfachheit halber die Funktion 

Es gibt also viele Werte für x, viele fiir y . Damit sie der Funki* 
tion genügen, müssen sie einander in jedem Falle gleich sein. 
Und dieser Funktion entspricht sogar jeder Wert von x und y. 

Warum schreiben wir dann nicht ebensogut x «= x? 

Was sind das für merkwürdige Größen, also Araumteile, 
welche gleich sind und doch als verschieden gekennzeichnet 
werden müssen, um das auszudrücken, was ausgedrückt werden 
soU? 

Die Antwort ist für uns bereits gegeben. 

Wenn Araumteile der Einheitenanzahl nach gleich sind, 
können sie nur der Einheitenanordnung, also der Gestalt nach 
verschieden sein oder die Einheiten selbst sind verschieden. 
Aber auch das letztere ist nur dadurch möglich, daß wir uns 
relativ zueinander bestimmte Gestalten vorstellen. Denn die 
Einheit kann immer nur durch eine endliche Größe, also eine 
unendliche Punktzahl gedacht werden, die selbst demnach 
nicht zählbar ist. Verschiedene Einheiten sind daher nicht 
durch 2^ahlen, ako Größen abgesehen von der Gestalt darstelle» 
bar, weil wir zugleich mit der Gleichung 1 = 1 alle mathemai* 
tischen Möglichkeiten verlieroi würden. 

Daher sind verschiedene Einheiten nur ak verschiedene 
Gestalten vorstellbar und wir können sie im mathematischen 
Zahlenbild nur durch verschiedene Benennung kennzeichnen. 
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Dies eben tun wir dadurch, daß wir in einer Funktion 
die einzelnen Variablen mit verschiedenen Buchstaben be« 
zeichnen. 

Die Trennung der Variablen in eine wahlbare Zahl und 
eine für jede Variable verschiedene Benennung fallt deutlicher 
ins Auge, wenn wir die Schreibweise ( (x^ x^ x^ . . .) ==^ 
wählen, also die Variablen durch Indizes unterscheiden. Die 
Indizes sind hier Namen von Gestalten. 

Wahrend irgend eine Gleichung 

a «» a 
sagt: »ein Araumteil von a Einheiten ist gleich einem Araum^ 
teil von a ebensolchen Einheiten«, muß man die Funktion 

Xl — X, 

lesen: Irgend eine Anzahl (auch die Anzahl a) von »Index 1« 
genannten Araumteilen ist gleich derselben Anzahl von »In« 
dex 2« genannten anderen Araumteilen. 

Der Begriff einer »funktionellen Gleichheit« ist daher wohl 
zu unterscheiden von dem bisher betrachteten einer »Gleich« 
heit schlechthin«, auf dessen Berechtigung ich übrigens, nach« 
dem wir den Unterschied genauer studiert haben, nochmak 
näher eingehen werde. 

Da man aus dem Äußeren der beiden oben geschriebenen 
Gleichungen ohne weiteres erkennen kann, daß sie verschie« 
denen Sinn haben, wenn man die 2^ahlenzeichen, weiter die 
mathematische Terminologie, die in Abkürzungen spricht, 
durch den vollen sprachlichen Ausdruck ersetzt wie oben ge« 
schehen, ist es durchaus nicht beirrend, daß das Gleichheits« 
zeichen (^ im allgemeinen in Funktionen einen besonderen 
Sinn hat. 

Betrachten wir nun der Einfachheit wegen eine Funktion 
mit 2 Veränderlichen, f (x y) s= 0. 

X ist eine Art von Gestalten, y ist eine andere Art von Ge« 
stalten, f (x y) = ist die allgemeine Form aller funktionellen 
Gleichungen, welche sich zwischen diesen beiden Arten von 
Gestalten aufstellen lassen und die Gesamtheit all dieser GUu 
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chungen nennen wir eine analytische Mannigfaltigkeit» ein geo^ 
metrisches Kontinuum oder auch wohl einen geometrischen 
Raum. Aber es wäre im Interesse der Klarheit besser mit der 
Redeweise von »geometrischen Räumen« aufzuräumen als, 
wie es auch noch geschieht, schließlich noch das Wort »Wel^ 
ten« daraufzutürmen. 

Die Variable x kann jeden Wert annehmen, das heißt, sie 
hat beliebig viele Einheiten und ist un vollendbar teilbar. An^ 
derseits ist sie eine bestimmte Gestalt, z. B. eine Linie. Die 
Einheit ist ein endliches Stück dieser Linie. Wie können wir 
uns die unendliche Teilung eines solchen vorstellen? 

Nur durch eine stetige Reihendarstellung von Linien, welche 
die X'Einheit schneiden. 

Dasselbe gilt für die andere Variable y. 

Ich weiß nun, daß die x ^ Einheit und die y ^ Einheit im 
allgemeinen nach Gestalt und Große, gemessen durch den Be^ 
gri£F der »Gleichheit schlechthin«, verschieden sind. 

Da ich aber auf die Gleichung f (x y) = die Rechnungs^ 
formen der Großenlehre anwende, darf die Teilbarkeit der 
Einheiten nicht verschieden sein. 

Es muß also eine R^el der unvoUendbaren Teilung beider 
Arten von Gestalten geben, welche nicht gestattet, daß die 
Teilung der einen Art vor derjenigen der anderen Art als voll' 
endet gedacht werden kann. 

Daß dies in mannigfaltiger Weise möglich ist, kann man aus 
den Sätzen der Gestaltenlehre sehen und ich will es hier an 
einem einfachen Beispiel verdeutlichen. 

'Wit denken uns eine Eindeutstrecke AB und durch den 
Punkt C einen hierzu parallelen Eindeutstrahl C ^. 

Wir stellen uns die Aufgabe, die unendliche Teilung der 
Strecken AB durch eine stetige Reihendarstellung von Ein^ 
deuten vorzunehmen und betrachten dann die Schnittpunkte 
dieser Eindeute mit dem Strahl C ^. 

Wir beginnen mit dem Eindeut A C, ziehen das nächste 
durch den Nachbarpunkt von A in A B. Dies Eindeut muß 
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dem ersten A C so wie in A überall benachbart sein» schneid 
det also C ^ im Nachbarpunkt von C. 

Wenn man nach dieser und nur nach dieser Regel weiter^ 
geht, so muß das letzte Eindeut der Reihe von B ausgehend 
den Strahl C oo im Unendlichen schneiden. 

00 



0. 




Fig.l 

Warum? Weil AB und C oo unendliche Punktfolgen sind 
und wir uns nach der gegebenen R^el gar nicht schmeicheln 
dürfen» die unendliche Punktzahl von A B vor der von C ^ 
erschöpfen zu können. Denn das hieße eine unendliche» also 
unvoUendbare Reihe als vollendet denken. 

Nach dieser R^el ist A B funktionell gleich C oo . 

Anders wird es» wenn wir für die stetige Reihe der Schnitt« 
eindeute die Forderung hinzufugen» daß sie sich alle im Punkte 
O schneiden sollen. Dann ist das Eindeut O B E vor der un« 
endlichen Reihe» nicht durch diese gegeben. Daher wird nach 
dieser Regel A B funktionell gleich C E. 

Setzen wir voraus» daß die schneidenden Eindeute parallel 
A C sein sollen» so wird im gleichen Sinne A B funktionell 
gleich C D. 
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Diese drei funktionellen Gleichsetzungen A B (f » ) C <», 
AB(f =) CE. AB (f=)CDbesagen. daß die Streckenpaare, 
nach einer bestimmten Regel geteilt, gleich viel Teile haben. 
Auf so verknüpfte Gestalten könnte man daher alle Rechnungs^ 
formen der Größenlehre anwenden, obgleich sie schlechthin 
verschiedene Einheiten haben. 

Nun haben wir in einer analytischen Mannigfaltigkeit über 
f (x y) ■» keine Gestalten außer den beiden Arten x und 
y. So liegt es nahe anzunehmen» daß wir es mit einer stetigen 
Reihendarstellung von Gestalten der Art x zu tun haben als 
R^el der Teilung für die Gestalten der Art y und umgekehrt. 
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Jndex • i 'Linien 
Fig. 2 

Sehen wir uns, von dieser Annahme ausgehend, ein Koordi^ 
natensystem an, der Einfachheit halber ein solches der Ebene. 
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Wir wählen eine stetige Reihendarstellung von Indexe 
1 ^Linien und eine stetige Reihendarstellimg von Indexe 
2i*Linien und nennen eine beliebige Anzahl von Einheiten 
der einen wie der anderen Art x. 

Jede Linie der einen Art schneide jede Linie der anderen 
Art Wir numerieren die Linien so» daß in jeder Reihe eine als 
±0 bezeichnet ist und wir von dieser Nullinie nach beiden 
Seiten mit -}- und -* weitergehen. 

Der Punkt A ist dann bestimmt durch die beiden Koordi^ 

naten x^ ■— — 2. x, = + '• 
Die Gleichung der Linie U V ist gegeben durch die funk^ 

tionelle Gleichung 

Xi = 2 X, 

d« h. für jeden Punkt der Linie U V ist die Nummer der 
Index^l'Linie doppelt so groß wie die der Index'2^Linie. 

Ich spreche hier — wie ich es anderwärts gelesen habe — 
von Nummern. Aber aus der Eigur ist klar ersichtlich, daß 
dieser Ausdruck falsch ist» daß wir es nicht mit etwas wie 
»absoluten« Zahlen zu tun haben» sondern daß jedes x eine 
Anzahl von Einheitsstrecken» also durch den Index näher be^ 
zeichneten Araumteilen bedeutet 

Die Nummer einer Koordinate ist nichts als die Anzahl der 
funktionellen Einheitsstrecken» welche diese Koordinate von 
jeder Koordinate der anderen Art abschneidet 

Wenn man das gezeichnete »Koordinatensystem« daher mit 
dem gewöhnlichen» rechtwinkligen Parallelkoordinatensystem 
und der dafür üblichen Schreibweise vergleicht» so sind die 
Koordinaten einfach vertauscht 

Dort trägt man auf den Achsen (NuUinien) »schlechthin 
gleiche« Einheiten auf» — warum in diesem Falle »funktionelle 
gleich« gleich »schlechthini*gleich« ist» sei vorläufig unerötert 
— nennt die vertikalen Koordinaten (Ordinaten) y» also die 
Indexe2eLinien der vorigen Figur» die horizontalen Koordii* 
naten (Abscissen) x» also die Index ^l^Linien der vorigen 
Figur. 
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Hier wird der Punkt A bezeichnet mit 

x = Xi=H-3 y = X2 = — 2 

(gegen oben x^ = — 2. x^ = -f- 3) 




y'Unlen oderOrdinaten^gMdibedeutendmlix^ 

Fig.3 



Die Gleichung der Linie UV lautet 

2 X = y oder 2 x^ = x, 
(gegen oben x^ = 2 Xj). 

Allgemein bedeutet im ersten Falle x^ — n die Gesamtheit der 
Punkte» welche von allen Indexe 2 1* Linien n i^ktionelle Ein^ 
heiten abschneidet. 

Im zweiten Falle bedeutet x^^ = n die Gesamtheit der Punkte» 
welche von allen Index ^ 1 1* Linien n funktionelle Einheiten 
abschneidet. 

121 



Die erste Bezeichnungsart ist wahrscheinlich die bequemere« 
denn sie kann auch dort gebraucht werden, wo die Einheit in 
jeder Koordinate der einen Art selbst schlechthin verschieden 
ist und nur dadiu:ch als funktionell gleich erscheint, daß sie 
zwischen denselben Koordinaten der anderen Art liegt 

Man sieht schon aus diesen Betrachtimgen, wie verwirrend 
es wirken muß, wenn man das Wesen eines geometrischen 
Raumes, um »gemeinverstandUch« zu sein, durch das Anein^ 
anderlegen von Maßstabchen erläutert, wie dies neuerdings 
recht beliebt ist 

Mit dem zuerst gezeichneten Koordinatensystem,in welchem 
ganz beliebige krumme Linien planlos verwendet waren, wird 
sich allerdings kaum etwas anfangen lassen. Wii brauchen 
sicher eine Brücke zwischen dem Begri£F einer besonderen 
funktionellen Gleichheit und der Gleichheit schlechthin, d. h. 
eine Regel fiir die beiden stetigen Reihendarstellungen der 
Koordinaten, ein Gestaltungsgesetz. 

Wenn man mit dem Bilde des Koordinatensystems begänne, 
also mit der Konstruktion, so könnte man die mannigfaltigsten 
solcher Regeln aufteilen. Ich will auch hierzu irgend ein Bei^ 
spiel anfuhren, welches zugleich zeigt, wie schwierig die Ver» 
ständigung wird, wenn man als Laie mit den Worten und 
Zahlen die Begriflfe der euklidischen Geometrie verbindet 

Ich zeichne HH' ± W und mache OA = OB schlecht 
hin. Um A und B als Zentren denke ich mir den kleinsten 
Kreis (Nachbarpunktskreis) gezogen und weiter eine stetige 
Reihendarstellung von Kreisen so, daß die Mittelpunkte einer^ 
seits in AH, anderseits in BH' einander fortlaufend benach^ 
bart sind. Ebenso sollen die Schnittpunkte dieser Kreise mit 
AO bezw. BO einander fortlaufend benachbart sein. Das Ein^ 
deut W ist in dieser Regel der größte Kreis beider Scharen. 
Funktionell wird AO = BO = AH — AH', obgleich die 
beiden letzteren unendliche Strahlen darstellen. 

Diese Kreise betrachten wir als Index ^ 2 ^ Linien und 
numerieren gemäß der Figur, so daß dargestellt ist 
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W als X, = 
A als Xj =5 — CO 
B als Xj =* + 00 . 
Die'Indez'l'Linien werden so gewählt, daß jede A und B 
verbindet und alle Kreise der Index*2i'Schat radial schneidet. 
Also stellen gemäß der Figur dart 
X, = die Strecke AB. 
Xi ■°- ± 00 die beiden Strahlen AH und BH'. 



Flg.4 

Diese Kgut entspricht ganz dem Vorsatz, zwei stetige Reihen« 
darstellungen von Linien zu geben, wo jede Linie der einen 
Art alle Linien der anderen Art schneidet, jeder Punkt der 
Bildebene als Schnittpunkt zweier solcher Linien bestimmt 
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ist Die beiden Linienfolgen sind relativ zu einander definiert 
und der besondere Begriff »funktioneller Gleichheit« ist ganz 
deutlich gegenüber dem der »Gleichheit schlechthin« für dieses 
System gekennzeichnet 

Freilich» die Kurve x^ «= — x,» die ich angedeutet habe, 
wird in Wahrheit nicht eben so aussehen, denn es ist klar, daß 
sie für alle »endlichen« Werte von x^ und x, in einem »un^ 
endlich schmalen« Streifen der Bildebene beiderseits W 
verlSuft wie jede Kurve und daß nur die unendlichsten un# 
endlichen Werte von x^ und x, die Linie bei A und B ins 
»Endliche« zurückbringen, so daß, in der Sprache des Nicht« 
mathematikers gesprochen, diese »unendlich fernen« Punkte 
im »Endlichen« li^en. 

Darum ist diese Figur eine treffliche Illustration zu den 
Schwierigkeiten, die aus dem G^ensatz zwischen gemeinem 
Sprachgebrauch und mathematischer Terminologie entstehen 
müssen. 

Das Gesetz der beiden Koordinatenscharen oder, was das« 
selbe ist, der Begriff der besonderen »funktionellen Gleich« 
heit« für diese Gestalten, wird allerdings in den verschiedenen 
analytischen Mannigfaltigkeiten, Geometrien oder »Räumen« 
nicht, wie hier, durch die R^el der Konstruktion gegeben. 
Meist ist von einem solchen Bilde gar nicht die Rede, ja es ist 
vielleicht gar nicht bekannt 

Daß dies möglich ist und daß dennoch alle Gleichungen 
der Form f (x y z . . .) = von derartigen Bildern, d. h. von 
Beziehungen bestimmter Gestalten zueinander, sprechen und 
auf keine Weise daran vorbeikommen können, ist nicht ver« 
wunderlich und gUt mir als gewiß. 

Denn alle Madiematik ist Araumlehre und wenn wir bei 
gleicher Art der 2^hlung ihrer Einheiten Araumteile durch 
Indizes oder eine andere Benennung unterscheiden, so unter« 
scheiden wir das einzig Unterscheidbare, ihre Gestalt. 

^Wit nun aber mathematisch, ohne Konstruktion oder Regel 
einer solchen, die Definition des funktionellen Gleichheits« 
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b^rifies für eine bestimmte analytische Mannigfaltigkeit er^ 
folgt, das zu beantworten geht über meine mathematische 
Kraft. Mag sein, daß die Definition des Linienelementes eben 
diese Aufgabe löst. Mag sein, daß überhaupt in einer Gleii* 

chung der allgemeinen Form tt^ = i ^ '^ der Gleichheitsbei» 

gri£F wiederum ein anderer wird. 

Ich hoffe, daß ein Mathematiker meine Ausführungen hier 
ergänzt, mit welchen ich im Grunde hier nur zeigen kann, wie 
sich die Obereinstimmung aUer Funktionslehre mit der Araum^ 
theorie und das heißt, wie ich meine, mit der Erkenntnistheorie 
Kants, denken läßt. Dabei will ich auch durchaus nicht be^ 
haupten, mit meinen Ausführungen über die »funktionelle 
Gleichheit« das ganze Wunderwesen der Funktionslehre er^ 
schöpft zu haben. Nur daß diese verschiedene Gleichheit darin 
enthalten ist, ist ganz gewiß. 

Auch kann man, ohne in das Labyrinth der Differentiale 
und Integralrechnung einzudringen, etwas über die »unendlich 
kleinen« oder »verschwindend kleinen« oder »unbegrenzt 
abnehmenden Größen« sagen, nämlich was eben in dem 
letzten Ausdruck erscheint: daß sie auch in diesem Verfahren 
nur regulativ, durch die Regel einer unvoUendbaren Teilung, 
gegeben werden. 

Wenn nun eine solche Regel aussagt, daß unendlich kleine 
Größen — funktionell oder schlechthin — verschieden sind, 
daß wir ims also einen Unterschied zwischen ihnen vorstellen 
müssen, so kann dieser Unterschied nichts sein als ein Araum^ 
teil. Nun ist die Vorstellung eines solchen endlicher Funkte 
zahl unmöglich, da sie nichts wäre als die Vorstellung der 
vollendeten imvoUendbaren Teilung. 

Also ist imsere Vernunft gezwungen, ihr Gesetz a priori, 
daß alles Räumliche teilbar sei, immer wieder auf alles, was 
als Araumteil erkannt wird, anzuwenden. Das ist das ganze 
Wesen der unendlich kleinen Größen höherer Ordnung, deren 
höchste gewiß die imendlichste Ordnimg ist. 
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übrigens sei hier der Vollständigkeit wegen auch an das 
Gegenstück der durch Gestaltimgsgesetze g^ebenen besoni« 
deren Regeln unendlicher Teilung erinnert, welches in gleiche 
artigen Regeln unendlicher Synthesis auftritt. Es ist ersichtlich» 
daß eben dadurch (durch Limitation) auch die sogenannten 
unbestimmten Formen ihre Bestimmung in der mannigfachi* 
sten Weise finden können. 

Und nun noch ein Blick auf die vierte Dimension oder was 
darüber noch hinausgeht. 

So gewiß uns kein Rechnen überhaupt aus dem Araum 
hinausführen kann, so. gewiß alle geometrischen Räume im 
Araum zu finden, alle geometrischen Gestalten, wenn ich so 
sagen darf, konstruktiv euklidisch sind, so gewiß es nur die 
Beziehungen zwischen Araumteilen sind, welche wir nur in 
Gruppen gleichartiger zusammenfassen, wenn wir von Geo^ 
metrien statt einer Gestaltenlehre sprechen, ebenso gewiß ist 
der Araum alldimensional, obgleich kein Zweifel sein mag, 
dsß sich jeder seiner Punkte durch 3 Dimensionen (Variable) 
relativ zu allen anderen bestimmen läßt. 

Denken wir uns eine Fläche. 

Um in ihr alle Punkte relativ zueinander zu bestimmen, 
brauchen wir ein System von Leiti* und Folgelinien. Das ist 
das Gitterwerk eines zweidimensionalen Koordinatensystems 
in einer Fläche. 

Das dreidimensionale Koordinatensystem ist in der R^el 
eine stetige Reihendarstellung von zweidimensionalen Gitter»* 
werken im Raum, d. h. in fortlaufend benachbarten Flächen. 

Aber eine stetige Reihendarstellung solcher zweidimensio« 
naler Gitterwerke ist auch in der Fläche selbst möglich. Wir 
bezeichnen dann einen Punkt nicht mehr als solchen der 
Fläche schlechthin, sondern als Punkt eines bestinunten 
Gliedes der stetigen Reihe der Gitterwerke in der Fläche. 

Z. B. zeigt nachstehende Figur in dünnen Linien ein ge« 
wohnliches rechtwinkliges Parallelkoordinatensystem in der 
Ebene. 

126 



Der Punkt A ist durch z = ^- 2, y = -{- 1 gegeben. 
Fühlen wir eine dritte Koordinate z ein, so mögen wir diese 
z. B. in A senkrecht auf OA auftragen, wie (va z '=• -\- l gc* 

. A— 
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schehen und kommen so zum Punkte A'. Für z-^ ~- \ wäre 
von A die Richtung der Verlängeiut^ von A'A über A hinaus 
zu wählen. 



So ist nun för z «» -{- 1 das Gitterwerk mit starken, för 
z «^^ -f" 2 das mit punktierten Linien gezeichnet. Dabei ist 
der Deutlichkeit wegen die Einheit von z nicht gleich der 
von X und y gewählt. 

Betrachten wir eine Gleichung x' + y ' + z' = r', so ist sie 
der Ausdruck für eine Gestalt» welche im Bilde nur ein Kreis 
ist mit dem Radius r. Dieser Kreis spielt jedoch in jedem der 
Gitterwerke eine andere Rolle. Und daß der analytische Punkt 
xsaO, y<=0»zs»±r genau derselbe Kreis ist, zeigt nur so 
beiläufig, was man mit harmlosem Wortvertraun in der madie« 
matischen Terminologie zu gewärtigen hat. 

Wir miissen also, kurz gesagt, mit allen »Dimensionen« 
noch nicht einmal aus einer Fläche herausgehen und ich neige 
zu der Ansicht, daß dies schon von einer einzigen Linie gilt. 
Denn eine stetige Reihendarstellung von Linienstucken mit 
schlechthin ungleichen Gliedern ist in jeder Linie möglich und 
ebenso eine stetige Reihendarstellung dieser Reihe mit wie^ 
derum schlechthin ungleichen Gliedern, welche jedoch in 
beiden Fällen funktionell gleich gesetzt werden megen, usw. 
ohne daß wir im Unendlichen aus der Linie herauszugeraten 
furchten müssen oder hoffen können. 

Aber dem sei, wie es woUe. 

Wenn wir uns mit der dritten Dimension, mit einer stetigen 
Reihendarstellung zweidimensionaler Flächen, in den Raum 
begeben haben, werden wir gewiß mit allen weiteren darin 
bleiben und immer nur mannigfaltigere Beziehungen zwischen 
eben denselben Funkten des Araumes finden. 

Es ist kaum der Mühe wert, davon zu reden, daß die Be» 
Zeichnung der Koordinaten als Raum^, ZtiU^ Temperaturi*, 
Farb<* oder irgendwie ^Koordinaten daran gar nichts ändert. 
Denn von all diesen Dingen kann wohl die Rede, aber nichts 
mehr zu merken sein, wenn wir damit rechnen. 

Von großer Wichtigkeit ist jedoch die Frage, auf welche ich 
wiederholt vorbereitet habe: 

Was ist diese »Gleichheit schlechthin«, welche alle Arten 
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»funktioneller Gleichheit« verbinden und in der Tat erst mögi' 
lieh machen soll? Gibt es eine solche? Wird sie durch Eri* 
fahrung bestätigt oder widerlegt? 

Nehmen wir das letzte zuerst durch eine Gegenfrage: kann 
irgend eine Art funktioneller Gleichheit durch Erfahrung bei* 
statigt oder widerlegt werden? 

Die Antwort auf Frage und Gegenfrage ist sehr einfach: 
Keine Erfahrung von räumlichen Dingen» wie wir sie wahr^ 
nehmen mögen» kann irgend eine Art mathematischer Gleich^ 
heit bestätigen oder widerlegen. Alles» was Gegenstand der 
Empfindung ist» hat einen Grad. 

Es ist ganz unmöglich» festzustellen» daß zwei reeUe räum^ 
liehe Gegenstände »schlechthin gleich« sind. Es ist ebenso 
unmöglich festzustellen, daß sie irgendwie »funktionell gleich« 
sind. 

AUe mathematischen GleichheitsbegrilFe haben nur einen 
Sinn für Gegenstände imter Abstraktion von allen Empfini^ 
dungswerten» denn nur so sind es Gegenstände der Mathe# 
matik. 

Ober solche entgradete G^enstände kann uns Erfahnmg 
gar nichts mehr sagen» sondern alles folgt daraus» daß unsere 
Vernunft an die Raumform oder das Nebeneinander und an 
den Satz gebunden ist, daß alles Räumliche unbegrenzt teilbar 
imd unbegrenzt zusammensetzbar ist. 

So kommen wir dazu» zu sagen» daß wir einem Araumteil 
keinen bestimmten Ort im Araum zuweisen können» also daß 
derselbe Araumteil überall im Araum li^en kann und zwar 
gleichzeitig» denn der ganze Araum existiert gleichzeitig. Da 
diese Gleichzeitigkeit regulativ ewig dauert» müssen wir uns 
um ihre Definition nicht sorgen. 

Die erste Definition der Gleichheit» welche uns überhaupt 
gestattet» Gestalten zu unterscheiden» ist die» daß dieselbe 
Gestalt an verschiedenem Orte liegt. 

Dieselbe Gestalt» d. h. dasselbe Gesetz der Punktauswahl 
in jeder Beziehung. 
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Ausschließlich mit dem so definierten Begriffe» richtiger: 
mit dieser Anschauung a priori der Gleichheit habe ich in der 
Gestaltenlehre operiert. 

Ich nannte ihn nachtraglich» als ich nämlich (and» daß unter 
dem mathematischen Gleichheitszeichen auch Begriffe be« 
stimmt gesetzmäßiger Ungleichheiten zu verstehen seien» den 
Begriff der »Gleichheit schlechthin«» und jene Ungleichheit 
»funktionelle Gleichheit«. 

Es kann daher gar keine Frage sein» ob es »schlechthin« 
gleiche Araumteile gibt 

Wenn ich nun behaupte» daß die »funktionelle Gleichheit« 
in einem euklidischen rechtwinkligen Parallelkoordinateni* 
System gemiu die definierte »Gleichheit schlechthin« sei» so 
kann natünich auch das keine empirische Messung mit Ma& 
stabchen oder Lichtstrahlen oder dergl. beweisen. Sondern 
nur darin liegt der Beweis» daß die Gestaltenlehre» welche nur 
den Begriff der »Gleichheit schlechthin« kennt» aussagt, daß 
parallele Eindeute zwischen parallelen Eindeuten eben nach 
diesem Begriffe gleich sind» und daß ich mir unter den Koor« 
dinaten dieses Systems eben solche parallele Eindeute vori* 
stelle. 

Obrigens möchte ich nicht mißverstanden werden bezüg^ 
lieh meiner Absichten. 

Die Mathematiker sind sich jedenfalls im Rahmen ihrer 
Wissenschaft über das Wesen der nichteuklidischen Maßver^ 
hältnisse» der \^eldimensionialitat und dergL — Dinge» die ich 
hier nur in primitiven Beispielen angedeutet habe — ganz klar. 

Poincari selbst gibt» sozusagen in einem Atem mit dem 
zitierten Satz von den »Empfindungen» denen ein mit einer 
zweidimensionalen Netzhaut versehenes Wesen unterworfen 
wäre» welches sich im vierdimensionalen Räume bewegen 
konnte«, Obersetzungen nichteuklidischer Sätze ins Euklid 
dische, wie man Französisch ins Deutsche übersetzt. 

Er wußte sicher, -* trotz des obigen Satzes» der freilich sehr 
nach Aberglauben klingt, — sehr gut, daß das »Temperaturi^ 
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gesetz« der am Schlüsse des vorigen Hauptstückes erwähnten 
»hypothetischen« Welt nichts als ein solches »Messungsgei* 
setz« ist. 

Warum er und andere aber dann das für den Nichtmathei^ 
matiker vielleicht schwer Verstandliche durch schlechthin 
Unverstandliches ersetzen, gerade wenn sie gemeinverständ^ 
lieh sein wollen» das ist mir ungemein unverstandlich« 



9' 131 



VI. HAUPTSTÜCK 



PLUS. MINUS UND DAS IRGEND^ 

In allen bisherigen Betrachtungen gingen wir an der nega« 
tiven Zahl und allem, was ihres Geistes ist« vorüber. Wir 
müssen nun untersuchen, ob wir ihretwegen etwas von dem 
Gesagten widerrufen oder was wir hinzufügen müssen. 

Das Rechnen mit positiven und negativen 2^ahlen oder die 
Algebra, wie ich es wohl kurz bezeichnen darf, ist mir die 
merkwürdigste Erscheinung der Mathematik, besonders wenn 
man den Obergang zu komplexen Großen, welcher sich da^ 
bei wie von selbst ergibt, einschließt. 

Dies Rechnen führt gewiß auch nicht aus dem Araiun. Ich 
werde hier zeigen wie zwanglos ich mir die Einordnung 
in den Araumrahmen denke und bin überzeugt, daß MaÜit^ 
matiker meinen primitiven Beispielen leicht vollkommenere 
anreihen können. Ja, nach dieser Deutung ist an der Algebra 
an sich gar nichts merkwürdiges mehr. 

Das merkwürdige aber, das ich meine, ist, daß die Algebra 
wenn möglich noch mehr als alle scheinbar so seltsamen 
Geometrien rein zahlenmäßig entwickelt worden ist und 
zwar bis zu einem solchen Grade, daß schließlich ein Irgend»^ 
etwas, die imaginäre Zahl, postuliert werden mußte tun einem 
Widerspruch zu entgehen. Denn meines Wissens ist auch das 
erste anschauliche Bild komplexer Größen der allgemeinen 
Form a -f* bi der rechnungsmäßigen Ausnutzung erst später 
erfolgt. 
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Es ist das merkwürdige, daß diese formale Entwicklung, 
die offenbar ganz neue Begriffe in die Mathematik einführte, 
dennoch mit unfehlbarer Sicherheit nur im Araimi Erfahrbares 
aufgestellt hat und aufstellen konnte. 

Gewiß: die Grundelemente des Araimies, welche sonst 
nirgends in aller möglichen Erfahnmg vereinigt sind, blieben 
zu Recht bestehen, nämlich die Unveränderlichkeit der An^ 
zahl, die Teilbarkeit der Einheit und die Vertauschbarkeit der 
Synthesis, also die Gleichzeitigkeit aller Gegenstande dieser 
Wissenschaft. 

Es ist wahrscheinlich der deutlichste Beweis für die Apri»' 
oritat dieser Elemente, für das vollkommene Unvermögen 
unserer Vernunft, ihnen zuwiderzuhandeln, daß selbst eine 
Hypothese, als welche man die imaginäre 2^ahl ursprünglich 
auffassen mochte, nicht nach Irgendmirgend führen konnte. 
Denn es ist daraus wohl zu schließen, daß eine Hypothese, 
welche mit der reinen Größenlehre in Einklang zu bringen 
wäre, d. h. formell richtiges Rechnen ergäbe, aber dennoch aus 
dem Araiun führte, überhaupt nicht ausdenkbar ist. D. h. daß 
eine Erfahnmg, welche eben auf unserer »Axiomengruppe«, 
wenn ich die gebrauchten reinen Verstandesgesetze so nennen 
darf, basiert, gar nicht durch ein Axiom oder dgl. erweitert 
werden kann, das nicht in Wahrheit aus ihnen folgte. 

Und das ist auch logisch einzusehen: denn alles, was sich 
von möglicher Erfahnmg unter Abstraktion von allem Emp« 
findbaren aussagen läßt, ist in der Araumlehre eingeschlossen. 
Die als mögliche Erfahrung durch ein neues Axiom einzu>i 
führende Aussage könnte daher nur eine Erfahrung sein, 
welche das Reale, was Gegenstand der Empfindung ist, ht^ 
trifft, damit aber widerspräche das Axiom der ganzen voran>i 
gegangenen Entwicklung der Mathematik. 

Wie aber diese oberste Einsicht in der reinmathematischen 
Schlußweise, die einer logischen gleichgeachtet wird, sich aus^ 
drückt, vermochte ich nicht zu erfassen. 

Dagegen ist leicht zu zeigen, daß die Möglichkeit der nega>i 
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tiven und komplexen Großen in den Gestaltungsgesetzen 
bereits enthalten ist und ohne diese nicht vorgestellt werden 
kann. 

Ich habe bereits vorweggenommen, daß Algebra zur Araum« 
lehre gehört. 

Der bloßen Anzahl nach ist -f- a gleich — a. Ich sehe auch 
keine Möglichkeit für Götter, Helden und Wieland oder 
irgend sonstige als Subjekt denkbare Gegenstande eine sM^ 
gemeingültige Regel anzugeben, nach der wir sagen könnten: 
alle als Subjekt denkbaren Gegenstande zerfallen in 2 Arten, 
deren eine wir »positiv«, deren andere wir ^ni^ativ« nennen 
könnten. 

Jedenfalls' aber ist es gewiß, daß die Algebra auch auf teil« 
bare 2^ahlen, also Größen oder Araimiteile angewandt wird. 
Und da dieses Gebiet offenbar das wichtigste ist, dürfen wir 
uns getrost darauf beschränken. 

Wir unterscheiden also scheinbar in der Algebra zwei Arten 
von Araimiteilen, -|- RT und — RT, denn da die Anzahlen 
gleich sind, könnte das Vorzeichen wohl zur Benennung ge> 
hören. 

Wie wäre das möglich? 

Alle Araumteile existieren gleichzeitig. Daran ändert die 
Algebra sichtlich nichts, denn die Gleichung a + b ==» b -|~ a 
bleibt gültig, wie immer die Vorzeichen der Summanden sein 
mögen. Also kommt eine Unterscheidung der Araumteile der 
Zeit nach nicht in Frage. 

Der Einheitenanzahl nach bleiben die Araimiteile bei An^ 
Wendung der Algebra auch gleich. Es liegt also der Gedanke 
nahe, daß sie der Gestalt nach verschieden sind, ähnlich wie 
wir dies im vorigen Hauptstück für »funktionell gleiche« 
Größen gesehen haben. 

Nun ist es auffallend, daß die Vorzeichen umkehrbar sind. 
Wenn also tatsächlich 2 Arten von Gestalten unterschieden 
würden, hätten wir es mit einer Erfahrung mit veränderlicher 
Substanz zu tun. 
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Dieser Widerspruch gegen alle Möglichkeit hört auf, wenn 
wir nicht Gestalten, also Araumteile, als positive und nega^ 
tive unterscheiden, sondern ein umkehrbares Relati werhaltnis 
zwischen Gestalten betrachtet. Der Unterschied bezieht sich 
dann auf die Betrachtungsweise, d. i. die Synthesis der Äraum^ 
teile als Gestalten. 

Sehen wir uns den einfachen Fall einer unbegrenzten offe^ 
nen Linie an. 

Die Linie existiert in allen ihren Teilen gleichzeitig. ^^9(lr 
wissen jedoch, daß wir die Synthesis derselben nur in der 
Zeit, also in einer Reihenfolge von Punkt zu Punkt fortschrei« 
tend uns in stetiger Weise vorstellen können. 

Diese stetige Reihenfolge ist, da sie nur der S3mthesis, nicht 
den Gestalten anhaftet, umkehrbar. 

Man kann daher festsetzen, daß jeder Teil dieser Linie, so^ 
fem er im Sinne der einen Reihenfolge erzeugt gedacht wird 
als positiv, sofern er im anderen erzeugt gedacht wird, als 
negativ bezeichnet werden soll und so wechselweise. 

Die Art der Unterscheidung ist für alle Größen, da sie alle 
Gestalten sind, allgemein anwendbar, wie die a priori abge« 
leiteten Gestaltungsgesetze zeigen. Denn wie fiir Linien so 
haben wir auch für Flächen und Körper die Regel der Aus« 
wähl je einer Nachbarlinie bezw. einer Nachbarflache als Ct^ 
setz der Synthesis erkannt, wobei ebenfalls die Umkehrbarkeit 
gegeben ist 

Zwar ist z. B. bei einer geschlungenen Linie, welche also 
mehr als 2 Nachbarpunkte mindestens eines ihrer Punkte 
enthält, eine weitere Festsetzung über die Reihenfolge der 
Synthesis von einem solchen Punkte ans nötig. Aber es ist 
a priori, nämlich aus den Gestaltungsgesetzen, ersichtlich, 
daß eine solche Festsetzung stets möglich ist. 

Daher kann man mit Recht die Unterscheidung einer posi^ 
tiven und negativen Synthesis für Größen überhaupt, abgei^ 
sehen von ihrer Gestalt, als allgemeingültig ansprechen. 

Wenn ich nun im weiteren Verlauf der Einfachheit halber wie 
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üblich von positiver und negativer »Richtung« spreche, so ist es 
klar» daß dies Wort nicht unmittelbar etwas mit Bewegung zu 
tun hat, sondern »Reihenfolge der stetigen Synthesis« bedeutet. 

Wir wollen also das »Axiom« der Algebra, statt zu sagen : 
»es gibt positive und negative Zahlen«, etwa so aussprechen: 
Es sind immer zwei Arten stetiger Synthesis irgend eines 
Araumteiles als Gestalt möglich, welche zueinander in einem 
beharrlichen, umkehrbaren Verhältnis stehen. 

Dieser Obersatz vermehrt zwar die Mannigfaltigkeit der 
Araumteile gar nicht, aber er birgt neue Möglichkeiten der 
S3mthesis, d. h. der Operationen. 

Z. B. kann die stetige Synthesis einer Linie ABC D in der 
geschriebenen Reihenfolge oder in der dazu relativ negativen 
DCBA erfolgen. Das Resultat der additiven Synthesis von 
Teilen dieser Linien, etwa C D -)- I^ A oder des Linienzuges 
CDCBA wird nicht in letzterem sondern in dem Linienstück 
zwischen dem Anfangs« und Endpunkte CA und in eben 
dieser Richtung (C nach A) gesehen, also relativ zu A B C D 
negativ. 

Damit ist der Begri£F einer »algebraischen Addition« defi« 
niert, welche über den der elementaren Addition hinausgeht, 
d. h. eine andere Operation ist 

Noch auffallender ist dies bei der »algebraischen Multipli«* 
kation«. 

Die Form (- a) X (- b) ist als a (- RT) X b (-RT) ein 
ausgesprochenes Gestaltenprodukt, verlangt also eine voraus« 
gehende Festsetzung, welche Arten von Gestalten wir ihrer 
Anzahl nach gleich dem Produkt der Einheiten«Anzahlen von 
(— RT) betrachten sollen, genau wie a cm X b cm. 

Wir wissen jedoch, daß das, was wir durch die Unterscheid 
düng der zweifachen Reihenfolge stetiger Synthesis neu ein« 
fuhren für jede Art von Gestalten, also Araimiteile irgend 
welcher Gestalt gilt. 

Daher kann auch das Produkt die allgemeine Benennung 
RT erhalten. 
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Wir müssen daher zur Definition der beabsichtigten Ope«* 
ration zwar nicht wie bei anderen Gestaltenprodukten vorher 
feststellen, welche Art von Gestalten wir der Anzahl nach pro^ 
portional den Anzahlen zweier anderer Arten von Gestalten 
setzen wollen, sonden wir brauchen eine solche Festsetzung 
nur über die Verknüpfung der Vorzeichen für die Richtungs^ 
angäbe der im Produkt gemeinten Araumteile. 

Das wird deutlich in der Schreibweise 

a.b.-l.-l RT — a.b/--RT/ 

In der Tat wird durch das Herausheben der Faktoren — 1 
über das Anzahlenprodukt a. b gar nichts mehr ausgesagt, a 
und b sind »Anzahlen von Sunynanden« welche sich beider>i 
seits der Gleichung aus Einheiten ( RT) zusammensetzen. 

Die bekannte Festsetzung über diese Vorzeichenkombina^ 
tion, welche in der »algebraischen Multiplikation« über den 
Begri£F der Multiplikation hinausgeht, also eine neue Opera^ 
tion darstellt, lautet: 

^.-RT^ +RT = -RT 

+ + RT RT = + RT 

Diese Definition der »algebraischen Multiplikation« ist lo>i 
gisch zwingend ^ wohl. Aber nur wenn man die elementaren, 
sozusagen praealgebraischen Zahlen als positiv betrachtet Da 
es aber vor der negativen keine positive Richtung gibt, da 
beide nur relativ zueinander bestehen, ist diese vorausgesetzte 
Betrachtungsweise bereits die ganze Festsetzung über die Vor>i 
Zeichenkombination. 

Ohne diese Voraussetzung, die üblich aber durchaus nicht 
logisch zwingend ist, könnte man ebensogut definieren: 

- + R T = + - R T = + R T z. B. ]^T^= a i 
RT = + 4-RT = -RTz.B.V^^l['^±a 

denn das hieße nur, die Vorzeichen der ganzen Algebra imi^ 
kehren oder die uns gelaufige Begriffsunterscheidung von 
Plus und Minus vertauschen. Man würde ja nur die Zeichen 
und Worte wechseln. 
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Da — a" nichts als ein algebraisches Produkt ist, a"" = - 

aber in eine Schreibweise verläuft, ist hier weiter nichts för 
uns zu erwarten, da wir uns wie gesagt mit dem Wesen der 
reinmathematisch4ogischen Schlußweise nicht beschäftigen 
wollen. 

Wir gehen daher zu V — a = ? über und wollen versuchen 
auch sie aus den Gestaltungsgesetzen zu begreifen. Denn der 
logische Weg dahin ist eine seltsame Sache. 

Die Definition der algebraischen Multiplikation ergibt 

+ a-J-a = + a* 

— a- — a = + a* 

— a« — a = — a^ 

— a* + a «« — a* 

Nennt man das algebraische Produkt zweier zueinander po# 
sitiver, also gleichgerichteter, gleicher Größen ein »algebrai>i 
sches Quadrat«, die Operation »algebraisches Quadrieren«, 

so fallt I , 9 

+ a« — a = — a--{-a = — a* 

nicht unter diesen Begriff. 

Nennt man die Umkehrung des »algebraischen Quadrier 
rens«, also die Aufgabe, eine algebraische Größe in zwei der 
Anzahl und Richtung nach gleiche Faktoren, d. h. in zwei 
relativ zueinander positive Araumteile zu zerlegen, »algebrai« 
sches Quadratwurzelziehen«, so ist logisch nur zu schließen, 
daß diese Operation auf negative Größen nicht anwendbar 
ist. Denn für negative Größen ist es die Umkehrung einer 
Operation, die wir noch nicht kennen. 

DerVPlderspruch der Forderung j/— 1 gegen unsere eigenen 
Voraussetzungen, nämlich den Begriff des algebraischen Quai* 
drierens, hört nur auf, wenn es ein Irgendwie gibt. Gestalten 
nach ihrer Synthesis relativ zu Plus^minus zu erfassen, welches 
eben gestattet, auch negative Größen als Gestaltungsprodukt 
relativ zueinander positiver zu bestimmen. 

Die reinmathematische Ableitung geht diesen Weg. Sie foU 
gert sozusagen aus dem Namen einer Operation diese selbst 
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und das Resultat ist richtig. Es wäre daher gewiß die Auf^ 
gäbe einer streng erkenntniskritischen Untersuchung, diesen 
Weg zu verfolgen. Aber mancher wird es mir verzeihen» daß 
ich dieser Auseinandersetzung mit der mathematischen Logik 
ausweiche und einen Weg einschlage, der, zwar nicht so wissen«* 
schaftlich aber auch nicht so dornenvoll, mich immerhin zu 
meinem bescheidenen Ziele führt. Denn dieses ist, ähnlich wie 
im vorigen Hauptstück, auch nur zu zeigen, wie sich meiner 
Ansicht nach das Rechnen mit komplexen Größen in die 
Araumtheorie einfügen muß. 

Wir wollen uns also an eine anschauliche, altbekannte Dar^ 
Stellung des i = V — 1, der imaginären Zahl, und der kom^ 
plexen Größen a 4~ bi halten. 

Ich wähle jedoch hierbei eine von der üblichen etwas ab^ 
weichende Schreibweise, um das, worauf es hier ankommt, 
deutlicher hervortreten zu lassen. 

Man pflegt zu sagen: komplexe Größen werden aus den 
vier Einheiten -}- 1, — 1, -|-i, — i gebildet, so wie algebraische 
aus den zwei ersteren allein. 

Aus der hier vertretenen Anschauung ergibt sich jedoch 
folgendes. 

Das Rechnen mit positiven und negativen Zahlen ist eine 
Erweitenmg der Araimilehre dadurch, daß beharrliche Araum^ 
teile nach einer zweifachen relativen Richtung zueinander in 
Beziehung gesetzt werden. Es gibt also nur eine beharrliche 
Einheit und zwei vertauschbare Richtungsangaben. 

So muß die Erweiterung der Algebra ebenfalls die beharr«* 
liehe Substanz »Araumteil«, also Einheit 1, enthalten, jedoch 
betrachtet nach einer vorerst vierfachen Richtung. Um also 
dies zum Ausdruck zu bringen, Vorzeichen und Einheit zu 
zu trennen, schreibe ich 

+ 1,-1, |l, 71. 

Da femer auch bei dieser Rechnung durch eine Art »Mul^ 
tiplikation« mit der Einheit in einer dieser Richtungen die 
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Vorzeichen verändert werden können, ist auch hier — wie 
natürlich — beharrlich nur das festgelegte Verhältnis dieser 
Richtungen zueinander, nicht diese selbst als eine den Araum^ 
teilen etwa anhaftende unterscheidende Eigenschaft. Es gibt 
also gewiß nicht schlechthin imaginäre und reelle Größen, 
sondern jede kann relativ zu anderen reell oder imaginär be^ 
trachtet werden. 

So verhält sich die Richtungsangabe -|- zu "j wie "|" zu — , 

wie — zu 7, wie 7 zu + usw. 

Die beharrliche Substanz dieser engeren mathematischen 
Erfahrung ist also: »Araumteile in einem der stetigen Syn>i 
thesis nach bestimmten Verhältnis zueinander«. 

Betrachten wir nunmehr die bekannte Figur, welche Ein^ 
deutstrecken in der Ebene, also nur eine ganz besonders ge^ 
staltete Art von Araumteilen zeigt. 

^ s 




Fig. 6 
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Gelten Strecken parallel und gleichgerichtet zu Ox' als posi^ 
tiv, zu Ox als negativ, so gelten solche parallel und gleich>i 
gerichtet zu Oy als positiv imaginär, zu Oy' als negativ 
imaginär. 

Wir bezeichnen somit irgend eine Strecke s 

parallel Ox' mit -f s, die Einheitsstrecke mit 4~ 1 



*» 



*9 



9t 



^^^Y »» i ^» »» 
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Die einfache Synthesis zweier Strecken OE «= a und 
EP = b ist der Streckenzug OEP und wird gleichgeachtet 
dem Streckenzug OFP, wodurch die Vertauschbarkeit der 
S3mthesis gewahrt wird. 

VPlr schreiben (a j" b) = ( T b + a) gewöhnlich 

a + bi = bi -}- a. 

Die Aneinanderreihung mehrerer solcher Streckenztige,z. B, 
die Anreihung von PRS =» PR'S ergibt durchaus nach dem 
BUde 

(a+b) + (a' + bO=(a + aOt(b4-bO 

gewöhnlich geschrieben : 

(a + bi) + (a' + b'i) = (a + a') + (b + b')i. 
Daß man der Größe nach die Strecken a und b durch r und 
den ^ (p ausdrücken kann ist offensichtlich und man erhält 

a j" b = (cos 9 ; sin q>)t 

Man nennt mathematisch diese einfache Synthesis reeller 
und imaginärer Zahlen, welche unser Beispiel als eine ganz 
besimmte Gestaltenzusammenfassung zeigt, auch Addition. 
Es handelt sich jedoch wiederum sichtlich um eine neuartige 
Operation, welche in meiner Schreibweise durch das Vorzeichen 

T gekennzeichnet wird und die ich z. B. »Komplexion« nennen 

' will, das Resultat ein »Komplikat«. 

141 



Wie man nun als das Resultat« die Summe, einer algebiai« 
sehen Addition von (+ AB) -f (+ BC) + (- CB) in einer 
Linie ABC nicht den Linienzug ABCB, sondern nur AB, die 
Verbindung zwischen Anfangs« und Endpunkt des Linien« 
zuges, betrachtete, und zwar eben in der Richtung von A 
nach B, in der sie durchlaufen wurde, so kann man als das 

der Komplexion von a und b, d. i. a . b, die Verbindungs« 

linie des Anfangs« mit dem Endpunkte betrachten und zwar 
eben in der durch die vorausgesetzte Figur und Geradlinig« 
keit der Strecken gegebenen Richtung. 
Damit dies maüiematisch richtig ausgedrückt sei, darf in 

a j b = r(cos v^ sinq>) 

der Ausdruck (cos q> T sin q>) gar nichts als eine Richtungs« 

angäbe oder ein Vorzeichen sein, also weder Anzahl noch 
Größe. Dieser Ausdruck muß daher genau wie andere Vor« 
zeichen behandelt werden können und muß, genau wie andere 
Riditungsangaben, nur relativ beharrlich sein. 

Ich bezeichne kurz cos 9^ "l sin 9 als »Komplikat im Winkel ^ 

und schreibe comp 9?, so daß für r =«1 allgemein zu schreiben 
wäre: 

-|- 1 =? 1 comp 

■j-l = lcomp| 

— 1 = 1 comp n 

T 1 = 1 comp 3y 

-{-1 = 1 comp 2n etc. 

« 

Die Einheit in irgend einer Richtung f' ist 1 comp 9, wodurch 
denn auch die Strecken, welche nicht parallel zu x x' oder y y^ 
sind, zu ihrem Rechte, nämlich gleichem Rechte, kommen. 

So zeigt es sich, daß wir es nicht mit 4 Richtungsangaben 
zu tun haben, sondern daß wir, sobald wir aus einer Linie in 
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die gezeichnete Linienfolge übergehen, unendlich viele Rieh« 
tungen entsprechend allen von einem Punkte ausgehenden 
Halbstrahlen unterscheiden müssen. 

Da comp q> nur Richtungsangabe oder Vorzeichen ist» muß 
ein Produkt von »Komplikaten« (komplexen Größen) in ein 
Anzahlenprodukt und eine noch zu. definierende Vorzeichen>i 
kombination zerfallen, also z. B. : 

r^ comp <Px . rgjcomp ^^ r^ . r, comp q>i comp ip% j.j, 

rgComp9>j ~ r^ compfl?^ 

Setzt man fest, daß das Produkt zweier Strecken r comp q> 
der Figur — also nur für eben solche Streckenbilder gültig — 
relativ zur Richtung der einen die Richtung der anderen 
haben soll, so ist die Kombination comp fpi comp v^ relativ 
zur positiven Achse comp gegeben durch die Richtung 
comp (fp^ -f ^a). 

Ist so die Zusammenfassung der Richtung zweier gegebener 

Faktoren für ein Komplikatprodukt festgel^, so ergibt sich 

die Bestimmung der Richtung eines gesuchten Faktors aus der 

des gegebenen anderen und der des gegebenen Produktes, was 

eben die Aufgabe der Division ist, notwendig, so daß die Form 

comp (9i+ 9>% — %) folgt, entsprechend der üblichen Schreib>i 

weise* 

r^ (cosy^ "1" i sin y^) . r^ (cos y^-^isin y^) 

rsCcosys + isinyg) ~ 

^;:^cos(yi-t-ya— yj)^ isin(yi-l-yj — ys). 

Aus dieser Definition einer »Multiplikation komplexer 
Größen« (d. i. für uns noch nichts anderes als Eindeutstrecken 
in der Anordnung des Bilcf^s) ergibt sich : 

1 comp j . 1 comp y = 1 comp n 

oder i . i = — 1 



also i = V — 1. 

Damit ist an einem Beispiel, nämlich für Eindeutstrecken 
mit »schlechthin gleichen« Einheiten, bewiesen, daß sich »Pro«* 
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dukte« von Größen, die ihrer relativen Richtung nach untere 
schieden werden, so definieren lassen, daß der Definition des 
Wurzelziehens aus negativen solchen Größen Genüge getan 
wird. 

Wie sich die mathematische Sichlußweise, welche einer logi>^ 
sehen gleichgeachtet wird, hierbei verhalte, soll uns hier nicht 
berühren. 

Es kommt hier nur darauf an, an einem Beispiel zu zeigen, 
wie die Rechnungsart mit imaginären Zahlen zur Araumtheoi^ 
rie stehen mag. 

Es ist nur ein Beispiel, wie schon daraus hervorgeht, daß 
die Form a^ oder a^' oder — wie man es nun schreiben mag — 
a ^ *^P V nicht darin enthalten ist 

Das Beispiel zeigt uns aber, daß wir tatsachlich von zwei 
Richtungen stetiger Synthesis nicht zu vier solchen und viel^ 
leicht weiter in endlicher Schrittzahl zu 6, 8, 10, 12 etc. in dlU 
gemeingültiger Weise, also für Größen abgesehen von ihrer 
Gestalt, übergehen können, sondern zu unendlich vielen 
solchen. 

Wir müssen demnach in der Gestaltenlehre nach einem 
Gesichtspunkt suchen, von dem aus wir für jederlei Gestalten 
eine solche undendlich vielfache Reihenfolge stetiger Synthesis 
derselben relativ zueinander finden können. 

Das Beispiel zeigt uns eine stetige Linienfolge in einer Flache, 
angeordnet nach einem bestimmten Gesetz, nämlich: Gerade, 
die sich in einem Punkte scheiden bezw. solchen parallel sind. 

Es gibt unendlich viele gesetzmäßige Linienfolgen in jeder 
Art von Fläche. Es gibt unendlich viele gesetzmäßige Flächen>i 
folgen in jedem Körper oder im ^aum überhaupt. 

Es ist daher gewiß, daß derartige durch die komplexen 
Rechnungsformen ausdrückbare Verhältnisse, wie sie das Bei»" 
spiel zeigt, noch in der mannigfaltigsten Weise möglich und 
anschaulich darstellbar sind. 

Dagegen sehe ich keine Möglichkeit in einer Linie unend« 
lieh viele Arten stetiger Synthesis zu finden. Daher mag es sein, 
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daß komplexe Größen solche irgendwelcher Gestalt sind, 
sofern sie nicht als Teile ebenderselben Linie vorgestellt werden 
sollen. Von den Teilen einer Linie würde man mit der Irgend^ 
zahl i tatsächlich Märchen erzählen» obgleich man gewiß ganz 
reelle Angaben über andere Gestalten damit machte, denn 
allein schon die Möglichkeit der Rechnung beweist die Rea^ 
lität der Gestalten im Araum. 

Unser Beispiel reichte nicht über Addition und Multi^ 
plikation komplexer Größen. Wir können — bequem ge^ 
sprochen — die Bildebene um jede durch zwei Halbstrahlen 
comp q> und ^M>mp (n + q>) bezeichnete Achse drehen und 
so in jeder neuen »Stellung« der Ebene abermals. 

So eröffnen sich hier zweifellos im Räume mannigfache Be^ 
Ziehungen zwischen Größen nach anologem Schema, Bezie^ 
hungen, die ihrerseits vielleicht für Teile einer Fläche nichts 
besagen. 

Kommt nun noch der Begriff der vieltausend^tigen»funk^ 
tionellen Gleichheit« hinzu, femer die Vieltausenddimensio« 
nalität selbst einer einfachen Fläche, so kann man ermessen, 
welch erstaunlich abgekürzte Sprache 2^1enausdrücke spre^ 
chen. 

Ich muß es •— wohl mirl — nicht als meine Aufgabe be^ 
trachten, die mannigfaltige Möglichkeit der Kombinationen, 
welche sich so grundsätzlich eröffiiet, zu erschöpfen noch 
zu zeigen, wie weit sie durch alles bekannte Rechnen mit 
Irgend^ erschöpft ist, und was in jedem Falle etwa im Rahmen 
einer analytischen Mannigfaltigkeit komplexe Größen, imagi«* 
näre Winkel und dgL seien. 

Zeigen wollte ich nur, daß nach meiner Oberzeugung auch 
alles Rechnen mit komplexen Größen anschauliche Verhält>i 
nisse im Araimi schildert und daß sich diese meine Oberzeu»' 
gung auf Erwägungen stützt, denen eine innere Berechtigung 
kaum abzusprechen sein wird. 

Und es ist das merkwürdige dabei, daß sie mathematisch 
nicht zu widerlegen ist, es sei denn, daß man vor allem eine 
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andere Erfahrung als die des Araumes nachwiese, mit welcher 
mathematische Erkenntnis beginnen könnte ohne 1001 Hypo^ 
thesen, die aller anderen Erfahrung widersprechen, und ohne 
eine spezielle, d. h ganz unvernünftige mathematische Vernunft 

Mich dünkt die Erkenntnistheorie Kants eine hinreichend 
sichere Grundlage für die Oberzeugung, daß wir nicht nach 
Irgendi^nirgend und nicht ins Wunderland, ja nicht einmal in 
Zeit und Geschehen mit aller Mathematik kommen, die je 
und je nichts war und sein wird als Araumlehre. 

Und daher nimmt sie ihre wahriiaft vollkommene Unf ehU 
barkeit, solange menschliche Vernunft die einzige bekannte 
bleibt, daß sie nur von Erkenntnissen a priori ausgeht, welche 
die Bedingung aller Synthesis des Mannigfaltigen in einer Eu 
fahrung bilden. 

So sagt Kants drittes »Postulat des empirischen Denkens 
überhaupt«, welches lautet: 

»Dessen Zusanunenhang mit dem V(^klichen (hier also mit 
dem Er&hrungsraum) nach allgemeinen Bedingungen der 
Erfahrung bestimmt ist, ist (existiert) notwendig.« 
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ANHANG 



ZUR »GEMEINVERSTÄNDLICHEN« 
ERÖRTERUNG DER RELATIVITÄTSTHEORIE 

Sich einen Raum vorstellen, heißt nichts anderes, als sich 
einen Inbegri£F »räumlicher« Erfahrungen vorstellen, d. h. 
von Erfahrungen, die man beim Bewegen »starrer« Körper 
haben kann. 

Gemäß der allgemeinen Relativitätstheorie sind die geo^ 
metrischen Eigenschaften des Raumes nicht selbständig, son» 
dem durch die Materie bedingt Man kann daher über die 
geometrisch» Struktur der Welt nur etwas schließen, wenn 
man den Zustand der Matede als bekannt der Betrachtung 
zu Grunde legt 

A. Einstein: »Über die spezielle und allgemeine Re^ 
lativitätstheorie. (Gemeinverständlich.)« 

Die Aufgabe, welche ich mir in diesem Buche — lange vor 
dem Triumphzug der Einsteinschen Relativitätstheorie in 
die Öffentlichkeit — gestellt habe, ist beendet und sie hat mit 
dieser Theorie immittelbar gar nichts zu tun. 

Es ist aber erstens gewiß, daß man nirgends so deutlich wie 
in der Literatur um Einstein jene Sprachverwirrung am Werke 
sehen kann, gegen welche ich mich hier zum Teil gewandt 
habe. Worte wie »gleich« und »ungleich«, »größer« und 
»kleiner« stehen wahrhaft großziigig^unbekümmert für den 
mathematischen und gemeinen Sinn nebeneinander, von jenen 
größeren Worten wie »Raum, Welt, Zeit, Dimension« etc. 
ganz zu schweigen. 
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Zweitens aber geht es vielleicht doch nicht gut an» gerade 
in dem Augenblick Kants Erkenntnislehre als »richtig« einer 
Betrachtung zugrunde zu legen, in dem einer der größten Ma« 
thematiker, wenn man seinen Interpreten glauben darf, den 
ganzen Kant widerlegt hat 

Ich kann also nicht wohl umhin, einen kurzen Blick auf 
diese Relativitätstheorie zu werfen oder richtiger, auf das, was 
daraus alle bisherige Erkenntniskritik Umstürzendes ge# 
schlössen wird. Sehen wir uns einmal die drei obzitierten ge# 
mein verständlichen Sätze Einsteins an. 

Der erste ist sichtlich eine Definition des mit »Raum« be# 
zeichneten Begri£Fes. Zum Unterschied von Erfahrungsraum 
und Äraum nenne man das, was dieser Definition entspricht, 
einen »geometrischen Raum«. 

Also: ein geometrischer Raum ist ein Inbegriff von Erfahr 
rungen, die man beim Bewegen »starrer« Körper haben kann. 

Hält man sich gegenwärtig, daß es sich, genauer gesagt, um 
den mathematischen Ausdruck eines solchen Inbegriffes han^ 
delt, so muß man besonderes Augenmerk wohl nur auf das 
Wort »starr« richten, dessen Anf ührtmgszeichen zur Vorsicht 
mahnen. Suchen wir also den Begriff zu diesem Worte. 

Was also versteht der Laie unter einem starren Körper? 

Wenn er nur ein wenig naturwissenschafdich oder technisch 
denkt, weiß er, daß es ein solches Ding auf der Welt nicht 
gibt. Und es liegt auch ganz im Wesen der menschlichen Ver^ 
nunft, an eine absolute Starrheit nicht zu glauben — so sagt 
Kants Gesetz von der Gradualität aller Empfindungswerte. 

Aber was ist diese Starrheit schlechthin, deren positive Vor^ 
Stellung, indem wir sie verneinen, uns doch vorschwebt? 

Wir kommen zu ihrer Vorstellung dadurch, daß wir einen 
Körper »isoliert« denken, wie man wohl sagt, isoliert nämlich 
von jeder Ursache einer Veränderung seiner Ausdehnung, 
einer Unstarrheit. 

Indem ich das letzte Wort anhänge, zeige ich, daß wir so 
keinen Schritt weitergekommen sind. V^ haben das un^ 
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definierte Wort »Starrheit« durch das ebenso Undefinierte 
»Unstarrheit« ersetzt 

Und doch wissen wir alle genau» was mit beiden gemeint 
ist. Wir wissen es vermöge unserer Fähigkeit von allem, was 
einen Grad hat, zu abstrahieren. Der schlechthin starre Körper 
ist nichts als der Araumteil. 

Die Vorstellung der Bewegung eines solchen schlechthin 
starren Körpers ist die, daß ein Körper in seinen verschiedenen 
Stellungen mit schlechthin gleichen Araumteilen zusammen^ 
fallt. So ist der Begri£E der Starrheit, wie er dem gemeinen Sprache 
gebrauch zugrunde li^t, genau der der Gleichheit schlechte 
hin und nur durch diese zu definieren. 

Dieser Begri£F, und damit auch der ihm entsprechende »geo^ 
metrische Raum« — wohl der euklidische — ist durchaus nicht 
durch die Materie bedingt, der er vielmehr überall geradezu 
widerspricht. 

Zu beurteilen, inwiefern er ihr widerspricht, ist Sache der 
Erfahrung, der Experimente. Ich habe schon friiher darauf 
hingewiesen, daß man bei Anwendung der Rechnungsergeb^ 
nisse auf das Reale, das in vieler Beziehung einen Grad hat, 
diesen Umstand wieder korrigierend in Ansatz bringen muß. 

Erfahrung kann irren: Es ist möglich, daß etwas bei der 
Bewegung realer Körper Ursache einer Unstarrheit schlechte 
hin sein könnte, (z. B. — wenn das etwas heißen kann — die 
Bewegung selbst), was wir bisher jedoch als einflußlos zu be^ 
trachten pflegten. Dann wären unsere bisherigen Messungs^ 
ergebnisse, die darauf aufgebaute Rechnung und die daraus 
gezogenen Schlüsse falsch, nicht aber der Begri£F des Araumes, 
der Gleichheit oder Starrheit schlechthin. Die Newtonsche Me« 
chanik kann falsch sein, die Annahme, daß Lichtstrahlen Ein« 
deute seien, ist sicher ungenau (Gradualität des Materiellen). 
Die euklidische Geometrie jedoch ist ewig richtig, auch in der 
Welt der solchergestalt »unstarren« Dinge. 

Aber es kann zweckmäßig — kaum nötig — sein, wenn 
man diese Art regelmäßiger Unstarrheit erkannt hat, den mathe« 
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matischen Ausdruck fiir den Inbegriff von Erfahrungen» die 
man beim Bewegen der »so regelmäßig unstarren« Körper 
haben kann» anders zu wählen» indem man die regehnäßige 
»Unstarrheit schlechthin« mittels des mathematischen Begriffes 
der »funktionellen Gleichheit« zur »funktionellen Starrheit« 
stempelt 

Also ersetzen wir in der Einsteinschen Definition eines »geo# 
metrischen Raumes« das Wortchen »starr« durch »funktionell 
starr« um den Begriff gegenüber dem gemeinen Sprachgebrauch 
festzulegen. ^ 

So kommen wir in Anlehnung an die weiteren, eingangs 
zitierten Einsteinschen Sätze zu folgender Betrachtung. 

Man glaubt entdeckt zu haben — die naturwissenschaftliche 
Bedeutung dieser Entdeckung könnte gewiß nicht überschätzt 
werden — daß reale Körper unter Abstraktion von allem, was 
sonst auf ihre Abmessungen einwirken kann (z, B. Tempera^ 
tur, Druck etc.)f diese im Ganzen regelmäßig allein durch 
Bewegung verändern, d. h. daß ein bewegter Körper mit einer 
stetigen Reihendarstellung schlechthin ungleicher Araumteile 
nach und nach zusanmienfallt 

Da diese Araumteile im mathematischen Ausdruck also 
denselben Körper darstellen sollen» setzt man sie funktionell 
gleich und dadurch ist die geometrische Struktur der passen^ 
den analytischen Mannigfaltigkeit oder dieses geometrischen 
Raumes gegeben. 

Nennt man dann den Erfahrungsraum unter Abstraktion 
von allem» was einen Grad hat» mit einziger Ausnahme dieses 
Einen (nämlich der Änderung seiner Teile bei der Bewegung) 
kurzweg »Raum« (2. Einsteinsatz) oder noch wohlklingen* 
der »Welt« (3. Einsteinsatz)» so ist er natürlich nicht ganz 
»selbständig« d. h. eben nicht von allem Graduellen ent* 
kleidet» sondern durch den einen Zustand der Materie bedingt» 
von dem man nicht abstrahiert 

Der geometrische Raum aber» der auf die angedeutete Weise 
zur mathematischen Behandlung dieser »Welt« geeignet ist, 
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bleibt nichtsdestoweniger höchst »selbständig«, nämlich ein 
Inb^riff von Beziehungen zwischen Araumteilen, denn in 
der Tat hat er gar nichts mit Bewegung zu tun, sondern kann 
nur zum Studium von Bewegungen, richtiger: von Wegenge« 
braucht werden. 

Dieses Buch vertritt nun bekanntlich die Ansicht, daß sich 
jeder solche geometrische Raum, wenigstens auszugsweise, 
konstruieren läßt, wenn man die funktionellen BezicJiungen 
in die schlechthin aräumlichen umsetzt. 

Neben der ersten Frage, welche vor jeder einigermaßen ge« 
meinverständlichen Erörterung der Relativitätstheorie zu be« 
antworten ist, nämlich der Frage nach dem gemeinen Sinn 
aller um Gleich und Ungleich gruppierten Worte, taucht daher 
sofort eine zweite auf. 

Entspricht die aräumliche Konstruktion .der gebrauchten 
geometrischen Räume der realen Körper welt wie ein Bild, etwa 
wie eine Werkstattzeichnung einer Dampfmaschine oder wie 
ein Schieber« oder Dampf diagromm einer solchen? Unter der 
Maschinenzeichnung kann sich auch der Laie ein wenig vor« 
stellen, unter dem Diagramm gar nichts, so wertvoll es für den 
Fachmann ist. 

Es firagt sich ako, wenn wir schon das Wort »Welt« fiir ihr 
Fragment gelten lassen wollen -.Weltbild oder Weltdiagramm? 
Z. B. fahren auf derselben Straße viele Wagen mit verschiede« 
nen Geschwindigkeiten. Es könnte ebenso gut sein, daß dem 
im Weltbild eine Linie, wie im Weltdiagramm deren viele 
entsprechen. 

Wenn ich daran denke, daß die Welt von Einstein als »end« 
lieh« errechnet wird — gesetzt, »endlich« sage, was der Laie dar« 
unter versteht I — so neige ich sehr zu der Annahme eines Welt« 
diagrammes. Denn wenn die reale Welt alles je Erfahrbaren 
endlich ist, so ist der euklidische geometrische Raum der In« 
begri£E von Erf ahrtmgen, die man zum großen Teil nur beim Be« 
wegen »starrer« Körper im Jenseits haben kann. Ei, was wäre 
mathematische Vernunft doch über alle Maßen vemünftigl . 
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Es ist jedoch, abgesehen von dieser scherzhaften Bemerkung 
denkbar, daß auch als Bild ein endlicher geometrischer Raum 
in weiteren Grenzen den Naturgesetzen genauer entspricht, 
als die bisherige Art der Anwendung eines unendlichen, womit 
dem naturwissenschaftlichen Zwecke genügt wäre. 

Die beiden Fragen, die ich hier aufgeworfen habe, dürften 
zur Genüge zeigen, weshalb meiner Ansicht nach eine einiger« 
maßen gemeinverständliche oder eine philosophische Debatte 
über die Angelegenheit nicht vorankommen kann, solange 
sich nicht ein Mathematiker der Allgemeinheit erbarmt und 
unter scharfer Trennung der Terminologie seiner Wissenschafit 
vom gemeinen und philosophischen Sprachgebrauch die ma# 
thematische Entwicklung untersucht. 

Es geht nicht ohne weiteres an, daß man »Bewegung von 
Dingen relativ zueinander« und »Bewegung bezogen auf ein 
Bezugsystem (d. h. Coordinatensystem)« identifiziert 

Daß bezogen auf alle Bezugsysteme (bestimmter Art) ein 
Stab verschiedene Länge habe,eine Geschwindigkeitdiegleiche 
sei, eine Zeit sich verändere — das alles glaube ich gem. Sind 
doch diese drei Dinge da nichts als funktionell verknüpfte 
Araumteile, z. B. Strecken oder Anzahlen solcher, und weder 
Stab, noch Geschwindigkeit, noch Zeit 

Nicht nur im »Zeit*Raum« — o WortI — sondern in aller 
mathematischer Behandlung wurde seit die Welt steht aus allem 
Geschehen ein ruhevolles Sein im Araum. 

Sehen wir uns doch nur die einfachste Bewegungsgleichung 

an s 

v = - 

V nennen wir Geschwindigkeit, s Weg, t Zeit Selbstverständ* 
lieh aber ist t auch nichts als ein Weg. 

Es ist die Rede von zwei bewegten Dingen. Das eine legt 
den Weg s zurück, das andere, das wir als Maß« oder Uhrding 
betrachten, in gleicher Zeitdauer den Weg t v ist genau eine 
Relativgeschwindigkeit, denn ohne zwei Dinge, welche sich 
bewegen und zwar relativ zu einem dritten, als ruhend gedacht 
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ten, das ak »Bezugsding« dient, gibt es überhaupt keine Ge# 
schwindigkeit 

^Wli messen die Wege s irgendwelcher Dinge in cm oder 
m oder km, die des Uhrdinges t in sec, eine Wegeinheit, über 
deren Lange in cm, m oder km wir gar nichts aussagen, sondern 
die wir dieser funktionell gleich setzen. Ein Bewegungsbild 
ist immer ein Zeitdiagramm. 

Die Geschwindigkeit des Uhrdinges ist relativ zu jedem Be« 
zugsding dieselbe. Richtiger: wir sind vermöge unserer A« 
raumvorstellung in der Lage uns relativ zu jedem Bezugsding 
je ein Ding in schlechthin derselben Bewegung vorzustellen. 
So war es bisher. Und in dieser Gleichung waren s und t 
gleiche Zeiten, sonst war v keine Geschwindigkeit. Und in 
vielen solchen Gleichungen waren stets alle v gleiche Zeiten 
und zwar die Zeiteinheit, sonst war t keine »Zeit«. Und in 
dieser Beziehung allein, war der Begri£E der »Zeit« mathema^ 
tisch ausgedrückt. 

Aber die Gleichung in der Form v t = s geschrieben zeigt 
schon, daß man die ganzen Definitionen umkehren kann und 
ein kleines Beispiel mag das belegen. 

A B sei ein Eisenbahnzug von oben gesehen, der mit der 

Geschwindigkeit v von — X nach -f~ X fahrt. In dem Augen« 

I blick, in dem das Zugende A durch den Punkt O geht, wirft 

jemand von A einen Stein in der Richtung nach 4~ Y, ako 

senkrecht zur Fahrtrichtung — X -j- X. 

Abgesehen von allen Widerstanden würde sich der Stein 
relativ zum Bahngeleise in der Richtung OC bewegen. Zu 
einer gewissen Zeit t^ nach dem Abwurf des Steines ergäbe 
sich das gezeichnete Bild mit OC = OB', wobei A' B' die 
Zugstellung zu eben der Zeit t^ bedeutet. 
Wir haben also folgende Gleichungsreihe: 

1) Steinweg relativ zum Geleise: O C = c t^ 

2) Zugweg: O A' = vtj 

3) Stein weg relativ zum Zug: A' C = Vc* — v^ t^ 

4) Zuglange: A'B'= (c - v) t^ 
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- Alle Strecken sind so als Wege ausgedrückt, welche in der* 
selben Zeit t^ von versch iedenen Dingen mit verschiedenen Ge« 
schwindigkeiten (v, c, Vc*— v*, [c — v]) durchlaufen würden. 




Fig.7 

Aus irgend einem Grunde möchte ich jedoch die Strecken 
ak Wege ausdrücken, welche mit gleicher Geschwindigkeit, 
und zwar der Geschwindigkeit c des Steines relativ zum Ge* 
leise, durchlaufen würden. Dann bekommen wir natürlich ver* 
schiedene Zeiten, die sich leicht errechnen lassen. 

Die umgeformte Gleichungsreihe lautet: 

la)OC = cti 

2a)AX=c|^^^\) = ct, alsot, = -^=^ 

M — ^ 

3a)OA'=c /|t,) = cts alsoti = ^ts 



4a)A'B'=c|^t,) = ct, alsot, = ^t. 
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Diese beiden Gleichungsreihen sind nach alten Begri£Fen 
zweifellos richtig und geben für die verschiedenen Strecken 
richtige Langenverhältnisse. 

Aber für die Geschehnisse (im allgemeinen Verstände), 
welche durch diese Strecken dargestellt werden sollen, scheint 
nur die erste Reihe richtig, welche die verschiedenen Be* 
wegungen des Zuges und Steines relaliv zu Geleise und Zug 
als gleichdauemd durch gleiche t^ bezeichnet 

Die zweite Gleichungsreihe spricht von anderen Geschehe 
nissen, nämlich von einem Ding, welches sich relativ zu Ge« 
leise und Zug mit der gleichen Geschwindigkeit (c) in ver^ 
schiedenen Zeiten (t) bewegt. Und das ist nicht das, was wirk« 
lieh geschehen ist 

Aber es ist genau die Definition eines Uhrdinges, dessen 
Weg c uns irgend eine Zeitdauer angibt Die Anzahl t dieser 
Zeitdauer in den Wegen irgendwelcher anderer Dinge, des 
Zuges, des Steines relativ zum Zug und zum Geleise ist dann 
genau deren Geschwindigkeit Man muß nur nicht gerade 
darauf beharren c als km sec '~^ t als sec zu deuten. 

Da sich übrigens dann, trotz der anderen Buchstaben, 
irgend ein v zu c genau so verhält wie vorher irgend ein t 
zu einem anderen t, so wiirde das v irgend eines Dinges, das 
sich im Rahmen der ersten Gleichungsreihe relativ zu verschieb 
denen Bezugsdingen ändern würde, im Rahmen der zweiten 
Gleichungsreihe relativ zu allen Bezugsdingen genau so kon« 
stant wie c, ist ako, damit es dem eigentlichen Geschehnis 
gemein verständlich entspricht, Zeit, nicht Geschwindig« 
keit 

Schon hier ahnt man, was Wortmollusken sind. 

Betrachten wir nun aber noch 2 Koordinatensysteme, das 
eine K mit dem Origo O, fest verbunden mit dem Geleise, das 
andere K' mit dem Origo A^ fest verbunden mit dem Zuge. 

Die Abszissen des Punktes B' sind: 

bezogen auf K: x = AB' = ct^ 
bezogen auf K': x' = A' B'= c t^ 
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Nun sagt jemand, der vom Geschehnis spricht, ganz richtig: 
was eil relativ zum Geleise darstellt, nämlich den Stein wurf, 
des stellt c t, relativ zum Zuge dar. 

Nicht ganz richtig übersetzt er das dann ins Mathematische: 
was ct^ bezogen auf K ist, nämlich x, das ist et, bezogen auf 
K^ Somit setze ich, bezogen auf K' 

x = ct9 
und dementsprechend definiere ich x' = ct^ nicht, wie in 
Gleichung 4a) geschehen, durch x = ctj sondern durch 
X =» cts, indem ich aus Gleichung 4a) und 2a) transformiere 

4b) x^ = A^B^ = c 1^—^ ' ^ — \_ ^^ ~ ^ V 



Also bei X «- et. 



/ X — Vto 



yn:? 



Äußerlich ist das genau die Lorenztransformation, aber es 
ist nicht zu vergessen, daß wir nicht vom Licht, sondern von 
einem Stein sprechen. Daher wohl ist in unserem Falle auch 
von Längen^ oder Zeitveränderung gar keine Rede. 

Das einzig veränderliche ist der Begriff, der hinter dem x 
steht und man kann mit gleicher Logik auch die Begriffe von 
t^ und ts hinter einem einzigen t verstecken, indem man sagt, 
beides sei die Dauer des Steinwurfes, die doch sichtlich nur 
eine einzige sei. 

Man vergißt dabei eben, daß in einer Darstellung des Steine 
wur^eschehnisses durch die Gleichungen der a) = Reihe t^ 
und tg gar nicht mehr Zeitdauer, sondern die verschiedenen 
Geschwindigkeiten sind. Aber — und das ist das drolligste dabei 
— für einen Beobachter K auf dem Geleise, und einen anderen 
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K' auf dem Zuge macht diese ganze Begriffsverwirrung gar 
nichts aus, weil sich weder die Zeitdauer noch die Geschwind 
digkeit direkt messen läßt, sondern nur Zugweg, Steinweg und 
Zeigerweg. 

Also gebe man Beiden Taschenuhren, welche nach alten Be^ 
griffen gleich schnell gehen und lasse sie messen 



Beobachter K z. B. : 

Steinweg OC = x = 10 m 
Zugweg O A' = 5 m 

Dauer des Steinfluges 

= c =« 3 sec 

Jeder errechnet die 

aus la)t = i = 3,333 (d.i.ti) 
aus 3a) 

.1,5 



_ cOA' 



c t 



3.333 



Zuglange 

A'B' — X — OA' = 5 



Beobachter K' z.B.: 

Stein weg A' C = x = 8,66 m 
Zugweg O A' = 5 m 

Dauer des Steinfluges 

= c = 3 sec 

Zuglange wie folgt: 

t =^ = 2,889 (d.i. t,) 
aus 3a) und 2a) wird 

also 

KcV+COAO* 
Zuglänge 

X — vt 



1.5 



A'B' 



y^. 



Dabei könnte man getrost die sec durch irgend eine 
auch 300000 km, ersetzen, ohne daß sich etwas anderes änderte 
als die Definition der Geschwindigkeitseinheit in t. 

Die Ähnlichkeit dieses harmlosen Steinwurf beispiels mit 
den Anfangsgründen der Relativitätstheorie ist zwar so voll^ 
ständig, daß auch hier keine größere »Geschwindigkeit« als c 
möglich ist — nämlich keine längere Zeit als die der Beobach^ 
ttmg — und daß man Lust bekommen könnte ein Additions« 
theorem für Steinwurfgeschwindigkeiten zu suchen. 
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Trotzdem schätze ich die Tragweite des Beispiels natürlich 
nicht über eines Steinwurfe bescheidenes Maß was die mathe* 
matische Seite des Problems angeht Niemals kann man als 
Nichtmathematiker zu den Einsteinschen »Bezugsmollusken« 
vordringen. 

Aber mein kleines Beispiel ist außer einer artigen Illustration 
zu Wort« und Begri£^mollusken doch auch noch etwas an» 
deres. 

Es ist ein Beweis dafür» daß nicht nur die Hypothese von 
der gleichen Lichtgeschwindigkeit relativ zu allen Systemen 
mit der Lorenztransformation in Einklang steht. 

Wenn sich das Licht relativ zur Lichtquelle ebenso be» 
wegte wie der Stein relativ zum Werfenden — sei es nun durch 
Schwingung, sei es durch Ausschleudertmg — so wäre die 
gleiche Obereinstinmiung durch Messung nachweisbar, wenn 
man nur den richtigen Lichtstrahl wählt. Auch die berühmten 
Versuche von Fizeau und Michelson stünden damit in Ein« 
klang. 

Immerhin mögen andere Versuche gegen eine solche Lichti* 
quellenhypothese sprechen, wie man ja auch von anderer Seite 
Versuchsergebnisse gegen Einstein ins Feld führt Ich sage 
auch gar nicht, daß ich an diese Lichtquellenhypothese glaube. 
Ich sage nur: wenn die mathematische Behandlung mit 2 Deu» 
tungen übereinstimmt, kann sie auch mit 10 solchen übereini* 
stinmien und folglich die Richtigkeit keiner beweisen. 

Und ich schließe aus dem einen Beispiel, daß es bei den 
anderen, großartigeren experimentellen Beweisen der Theorie 
ebenso sein kann, ja noch wahrscheinlicher so ist, als hier, weil 
dort noch mehr Hypothesen über das Geschehen mathemai« 
tisch zu deuten und noch mehr Worte und Begri£Fe ausein* 
ander zu halten sind als hier. 

Selbst wenn aber alle Hypothesen, welche unseren physii* 
kaiischen Weltspiegel bisher zusammenhalten, mit dem, was 
physikalisch Neues der Einsteintheorie zugrunde liegen mag 
nur durch die Hypothese einer dinglichen Relativität oder 
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Veränderlichkeit von Längen und Zeiten in Einklang zu brin« 
gen wären, so würde ich für meine Wenigkeit eher all diese 
alten Hypothesen fallen lassen und in den Spiegelscherben zu« 
sammenhanglose Bruchstücke der Welteinheit studieren, als 
daß ich diese neue Hypothese gelten ließe. 

Ich sage: »dingliche« Veränderlichkeit im Gegensatz zu 
einer Veränderlichkeit der Wahrnehmung, zu einer Art um« 
kehrbarer Zustandsperspektive, die ich mir für die Wahr« 
nehmung von Längen wie für die vom Ablauf der Ereignisse« 
d. i. von Zeit, wohl vorstellen kann und deren Eingehen in 
die Messungsergebnisse, deren Korrektur durch Rechnungs« 
verfahren natürlich und überaus verdienstvoll wäre. Wie ich 
mir denn überhaupt über die physikalische Bedeutung der 
Relativitätstheorie gar kein Urteil erlaube, sondern nur über 
ihr philosophisches Kleid. Ich spreche von der physikalischen 
Bedeutung schon allein darum nicht, weil ich die mathema« 
tische Entwicklung selbst nicht verfolgen kann, die gemein« 
verständlichen Darstellungen aber von vieldeutigen Worten 
so durchsetzt sind, daß ich mich nicht wundem würde, wenn 
das unsterbliche Verdienst der Theorie zu guter Letzt darin 
läge, daß gerade die verschiedene Geschwindigkeit von Licht« 
strahlen relativ zu Systemen dadurch Berücksichttmg ge« 
funden hätte, z. B. in der »Zeitkoordinate« t. 

An eine dingliche Relativität von Längen aber glaube ich 
nicht, weil alle Längen im Araum ewig gleichzeitig existieren 
und somit verlangt werden müßte, daß von je zweien der« 
selben jede die schlechthin kürzere und jede die schlechthin 
längere wäre. 

An die dingliche Relativität der Zeit glaube ich nicht, weil 
mir eine Zeit nichts ist als Ablauf eines Ereignisses, also eine 
bestimmte Kette von Ursachen und Wirkungen und somit 
verlangt werden müßte, daß eine Änderung dieser Kette ohne 
Ursache gedacht würde, da es sich sonst um eine andere 
Kette, also eine andere Zeit, nicht um dieselbe verän« 
derte handelte. 
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Und außer Zweifel steht mir, daß das, was von solcher 
dinglicher Relativität aus den Zahlenbildem der Theorie her^ 
ausgedeutet wird, niemals darin enthalten sein kann, weil 
Zahlen über die Zeit gar nichts und über die Längen nur das 
sagen können, was aräumlich ^ und damit überhaupt — mög^ 
lieh ist. 
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